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摘  要 

 I 

摘  要 

随着移动互联网技术的高速发展，带有位置采集功能的设备被广泛应用，产

生了海量的轨迹数据。轨迹数据挖掘可以发现如人类、船舶、汽车等移动目标的

移动规律和行为特征，对目标识别、情报分析、城市规划等任务有着重要的意义。

轨迹数据挖掘已逐渐成为数据挖掘中的热点研究领域。与其他类型数据不同，轨

迹数据具有异频采样性、时空序列性及目标差异性等特点，这些特点使得轨迹数

据挖掘面临许多挑战：一是由于数据采样频率不一致，导致轨迹数据中记录时间

的分布不均匀。在轨迹分析中，采样稀疏的轨迹面临目标位置不确定的挑战；二

是由于轨迹的时空序列属性，使得计算轨迹相似度的复杂度至少为平方级。随着

数据规模逐渐增大，轨迹相似度计算面临复杂度高的挑战；三是由于不同目标的

轨迹在移动行为上存在差异，造成轨迹数据库中存在行为异常的轨迹。这些异常

轨迹的标签需要人工标记，导致轨迹异常检测面临数据标签稀少的挑战。近些年

来，深度学习技术的兴起为处理上述挑战提供了新的有力手段。 

本文利用深度学习技术在隐含特征提取以及复杂函数近似方面的优势，重点

研究了稀疏轨迹补全、轨迹相似度计算和轨迹异常检测三个问题，着力解决轨迹

数据挖掘面临的数据不确定、相似度计算复杂度高和异常轨迹标签少等挑战。本

文的创新性主要体现在： 

（1）提出上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法 

针对稀疏轨迹中静默时间内目标位置缺失和不确定的问题，本文提出了上下

文信息感知的稀疏轨迹补全方法 TrajCom。该方法从目标轨迹的上下文信息入

手，自动地从历史轨迹库筛选出有用信息，补全目标轨迹中缺失的位置。TrajCom

分为相关轨迹筛选、深度轨迹编码及缺失位置估计三个步骤。首先，基于目标轨

迹时空约束和目标偏好的信息，利用神经协同过滤 NCF（Neural Colleberitive 

Filtering）筛选出与目标轨迹相关的轨迹来解决数据稀疏问题。然后，基于循环

神经网络 RNN（Recurrent Neural Network）设计轨迹编码模型并提出时间间隔感

知的循环神经网络单元 tGRU（time-aware GRU）用于捕捉动态变化的时间间隔

信息。最后，TrajCom 利用注意力机制估计目标轨迹中的缺失位置。我们使用四

个真实轨迹数据集来评估 TrajCom 的效果。其结果表明，对比现有的轨迹补全方

法，TrajCom 在准确率上提升了 25%。另外，TrajCom 可以通过追溯相关历史轨

迹来解释位置缺失的原因。 
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（2）提出基于深度度量学习的轨迹相似度计算方法 

针对轨迹相似度计算复杂度高的问题，本文提出了基于深度度量学习的轨迹

相似度计算方法 NeuTraj。该方法是一种轨迹相似度计算的近似方法，利用种子

轨迹两两之间相似度的精确值作为监督信息，NeuTraj 训练基于深度神经网络的

轨迹编码器，将轨迹相似度计算复杂度降低到线性。NeuTraj 整体基于深度度量

学习框架，可以分为数据准备、轨迹编码和度量学习三个步骤。首先，对于给定

轨迹数据库，该方法从数据库中采样轨迹作为种子轨迹集合，计算种子轨迹两两

之间的相似度，生成种子轨迹相似度矩阵；然后，基于循环神经网络，NeuTraj 将

轨迹序列编码成固定长度的表示向量。在此步骤中，本文提出了空间注意力记忆

机制，用于解决传统 RNN 不能对序列之间关系进行建模的问题。最后，在度量

学习中，为了更快、更准确地学习 NeuTraj 参数，本文提出了加权排序损失，该

损失可以将模型优化的重点聚焦在更有区分力的轨迹对上。在实验部分，我们使

用两个真实轨迹数据集评估了 NeuTraj 在四种相似性度量方法上的准确率和效

率。结果表明 NeuTraj 在 Top-10 相似轨迹检索上的准确率达到 80％，该结果优

于已有近似方法。而且，与已有近似算法相比 NeuTraj 的计算时间缩短了 3 倍以

上。 

（3）提出基于移动行为特征的半监督轨迹异常检测方法 

针对轨迹数据异常标签稀少的问题，本文提出了基于移动行为特征的半监督

异常检测方法 Traj2Vec。该方法是一个半监督学习的框架，分为无监督学习和有

监督学习两个步骤。在无监督学习中，Traj2Vec 利用轨迹自身移动行为的特点，

学习轨迹的表示向量。首先，Traj2Vec 利用滑动窗口和移动行为特征抽取算法，

解决了数据采样率不均的问题。然后，基于序列自编码模型，将轨迹移动行为特

征序列映射为表示向量。在有监督学习中，Traj2Vec 利用少量数据标签，基于分

歧学习技术训练轨迹异常分类模型。首先，以无监督学习中的轨迹编码器为基础，

利用异常标签，学习初始分类器并用该分类器对无标签轨迹进行分类；然后，根

据分类器生成的伪标签，使用协同训练的方法优化初始分类器。重复上述过程直

至模型收敛。训练过程中，Traj2Vec 的有监督部分和无监督部分共享轨迹编码器

的参数，共同优化异常检测模型。本文通过仿真数据和真实数据来评估 Traj2Vec

性能。其结果表明，与已有轨迹异常检测方法相比，Traj2Vec 在异常检测准确率

略有提升（3%）的前提下，将异常轨迹的召回率提高了 10%。 

关键词：轨迹数据挖掘，稀疏轨迹补全，轨迹相似度计算，轨迹异常检测 
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Abstract 

With the rapid development of mobile Internet, devices with location acquisition 

function have been widely used and result in a large amount of trajectory data. 

Trajectory data mining can be used for investigating the moving pattern and behaviors 

of objects, which is of great significance to object recognition, intelligence analysis, 

urban planning etc. Consequently, trajectory data mining has become an increasingly 

popular research field. Different from other data, trajectory data has the characteristics 

of varying sampling frequency, spatio-temporal correlation and different moving 

behavior which makes trajectory data mining challenging. Because of the inconsistent 

sampling frequency, locations of moving objects are sparsely sampled in some 

trajectories. Location uncertainty is a serious problem in these sparse trajectories. 

Despite that, the spatio-temporal character of trajectory leads to the quadratic 

complexity of trajectory similarity measures. With the increase of data, the computation 

cost would become a bottleneck in trajectory similarity calculation. In addition, since 

the moving behaviors of object are various, trajectories which have anomalous 

behaviors are widely distributed in trajectory database. Anomaly labeling requires 

marking manually, which causes scarce labels in trajectory anomaly detection. In recent 

years, the development of deep learning has provided a new powerful platform to 

address these challenges. 

Taking the advantages of deep learning technology in implicit feature extraction 

and complex function approximation, this dissertation focuses on three key problems: 

sparse trajectory completion, trajectory similarity computation and trajectory anomaly 

detection, to solve the challenges of data uncertainty, high similarity computation 

complexity and scarce data labels in trajectory data mining. The novelty of this 

dissertation is mainly embodied in: 

(1) A context-aware neural filtering-encoding method is proposed for completing 

sparse trajectory data. 

Aiming at the problem of data missing and location uncertainty in sparse 

trajectory, we propose an effective method for completing sparse and irregular 

trajectories. Our method, named TrajCom, is a two-step filtering-and-encoding method. 

In the first step, it leverages rich context information to filter a set of reference 
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trajectories based on spatio-temporal constraints and collaborative filtering. Such 

reference trajectories, which correlate strongly with the target trajectory, address data 

sparsity by providing complementary information and emphasizing local patterns 

around the query point. In the second step, TrajCom learns time-aware encodings for 

the target trajectory and its reference trajectories. The encoding procedure is 

underpinned by a novel time-aware recurrent unit, which handles time gap irregularity 

and makes the completion accurately. Experiments on four real-world datasets show 

that TrajCom significantly outperforms competitive baselines for the trajectory 

completion task, with up to 25% relative improvements over the closest competitor. 

Moreover, TrajCom provides intuitive explanations that rationalize its completions.  

(2) A seed-guided neural metric learning method is proposed to reduce the 

complexity of computing trajectory similarity. 

In order to reduce the high computation cost of existing trajectory similarity 

measures, we propose a Neural metric learning based Trajectory similarity computation 

method, short for NeuTraj. NeuTraj is an approximate method which is generic to 

accommodate any existing trajectory measure and fast to compute the similarity of a 

given trajectory pair in linear time. Furthermore, NeuTraj is elastic to collaborate with 

all spatial- based trajectory indexing methods to reduce the search space. NeuTraj 

samples a number of seed trajectories from the given database, and then uses their pair-

wise similarities as guidance to approximate the similarity function with a neural metric 

learning framework. NeuTraj features two novel modules to achieve accurate 

approximation of the similarity function: (1) a spatial attention memory module that 

augments existing recurrent neural networks for trajectory encoding; and (2) a distance-

weighted ranking loss that effectively transcribes information from the seed-based 

guidance. With these two modules, NeuTraj can yield high accuracies and fast 

convergence rates even if the training data is small. Our experiments on two real-life 

datasets show that NeuTraj achieves over 80% accuracy on Fre ́chet, Hausdorff, ERP 

and DTW measures, which outperforms state- of-the-art baselines consistently and 

significantly. It obtains 50x- 1000x speedup over brute-force methods and 3x-500x 

speedup over existing approximate algorithms, while yielding more accurate 

approximations of the similarity functions. 

(3) A semi-supervised trajectory anomaly detection method is proposed for 

dealing with scarce labeled data. 



Abstract 

 V 

Aiming at the problem of scarcity of labeled trajectories, we propose a semi-

supervised anomaly detection method based on mobile behavior characteristics. Our 

method, namely Traj2Vec, is a semi-supervised learning framework, which embeds 

trajectories to vectors for anomaly detection. Traj2Vec is consists of unsupervised 

learning procedure and supervised learning procedure. In unsupervised learning, 

Traj2Vec utilizes the moving behavior features to learn the embedding vector of 

trajectory. Firstly, Traj2Vec uses a sliding window with a moving behavior feature 

extraction algorithm to solve the uneven sampling rate. Then, based on the sequence 

autoencoder, the moving behavior sequences of trajectory are mapped to representation 

vectors. In supervised learning, Traj2Vec utilizes a small number of labeled trajectories 

to train anomaly classifier in a disagreement-based learning approach. Firstly, based on 

the trajectory encoder, an initial classifier is learnt by using the labeled data and used 

to classify the unlabeled trajectories. Then, the initial classifier is further optimized 

according to the pseudo labels generated by the classifier. Finally, the classifier repeats 

the process until converges. In the experiment, the performance of Traj2Vec is evaluated 

by synthetic data and real trajectory data. The results show that, compared with the 

existing trajectory anomaly detection methods, Traj2Vec improves the recall of 

anomaly trajectory by more than 10%, and the overall accuracy of anomaly detection 

by 3%. 

Keywords: Trajectory Data Mining, Sparse Trajectory Completion, Trajectory 

Similarity Computation, Trajectory Anomaly Detection 
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第 1 章  绪论 

 1 

第 1 章  绪论 

1.1  研究背景与意义 

轨迹数据可以看作是移动目标随时间变化在空间中留下的痕迹。随着移动互

联网、位置服务等技术的高速发展和 GPS 设备的普及，在运营出行服务和监控

遥感目标的过程中，会产生大量的轨迹数据。例如，大部分城市中的出租车都装

配有定位设备，这些设备会以相对固定的频率向数据中心上报位置，因此城市数

据中心汇集了大量的出租车轨迹数据；装配自动识别系统(AIS)的船舶，每隔 3-

15 分钟就会上报一条带有位置、航行状态和目的地信息的记录，整个系统每天

收集到的船舶位置数据高达数亿条；飞机飞行过程中，需要实时向地面指挥中心

发送包含位置、高度和速度等信息的记录用于飞行监管；遥感卫星也可通过电子

侦查等手段获得所监控区域内移动目标装配雷达的位置和参数信息。多源丰富的

轨迹数据，从不同的粒度、层面和视角记录了目标的活动信息，为轨迹数据的应

用提供了有利条件。为了了解移动目标行为，迫切需要系统地研究轨迹数据挖掘

方法。因此，轨迹数据挖掘正在成为数据挖掘中的一个热点研究领域。轨迹数据

挖掘涉及许多学科包括计算机科学、生物学、社会学、地理学和气候学等，其研

究成果可以为用户提供更人性化、更广阔的服务。 

与其他类型的数据不同，轨迹数据具有以下三方面的特点： 

l 异频采样性：由于轨迹采集不同、目标的行为差异等原因，造成了轨迹中位

置记录的采样间隔差异显著。这种差异性增加了轨迹分析的难度。 

l 时空序列性：轨迹数据由包含有位置、时间信息的记录序列组成。每一条记

录都描述了目标位置动态变化，因此时空序列性是轨迹数据最基本的特点。 

l 目标差异性：轨迹数据是目标连续运动的离散化表示。受到目标偏好、移动

习惯和环境变化的影响，造成不同目标轨迹移动行为上的差异显著。 

针对轨迹数据特点，已有研究人员从各个方面开展轨迹数据挖掘研究。Zheng

（2015）、高强等（2017）根据现有研究成果对轨迹数据挖掘的问题和应用做了

系统的总结，提出轨迹数据挖掘的研究框架。如图 1.1 所示，本文借鉴上述工作
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中轨迹数据挖掘的分层方法，将轨迹数据挖掘分为三层，即轨迹预处理层、轨迹

检索层和轨迹应用层。 

 

图 1. 1 轨迹数据挖掘研究框架 

Figure 1.1 Archtricture of trajectory data mining 

l 轨迹预处理层。轨迹预处理层的任务是将原始位置记录转换为可用的轨迹，

并存入轨迹数据库。由于位置采样频率差异、信号传输渠道不畅以及信息对

抗等原因，造成轨迹数据“空洞”，即轨迹中存在没有位置记录的静默时间。

因此轨迹数据的缺失和不确定是该层面临的重要挑战之一。 

l 轨迹数据检索层。轨迹检索层为上层轨迹应用提供基础的轨迹检索服务。轨

迹检索中的核心算法是轨迹相似度计算。而现有轨迹相似性度量方法的计算

复杂度至少为平方级。随着历史轨迹数量的增加，相似度计算的复杂度将成

为轨迹检索的瓶颈。 

l 轨迹数据应用层。轨迹数据应用层面向不同的应用场景，研究有针对性的轨

迹挖掘算法。轨迹异常检测是轨迹数据挖掘的重要应用之一，其目标在于从

数据库中发现移动目标的异常轨迹。现实应用中，异常轨迹的数据标签需要

依靠专家经验人工标记。这使轨迹异常检测面临数据标签稀少的挑战。 

针对上述问题，目前，对于不同类型的轨迹数据国内外已有许多研究人员从
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多个角度提出解决方案。 

为了解决轨迹缺失和不确定问题，已有研究工作通过轨迹补全来推断目标在

数据缺失时间段的位置。该类工作可分为基于单体目标轨迹的方法（Serrano 等.，

2017；Li 等.，2016；Long，2016；Li 等.，2015；Chandler 等.，2015；Su 等.，

2015）和基于集体移动模式的方法（Yao 等.，2017；Feng 等.，2018；Liu 等.，

2016）。基于单体轨迹的补全方法利用单个目标的移动轨迹，训练单体移动模型

并利用该模型补全轨迹。Chandler 等（2015）利用数据缺失前后的轨迹数据，通

过线性插值的方法对轨迹的缺失部分进行平滑达到补全缺失轨迹的目的。Long

（2016）提出了运动学插值的方法补全轨迹，该方法利用速度与加速度估计目标

的缺失位置。Serrano 等（2017）将运动学插值的方法应用到移动机器人控制领

域用于跟踪机器人的轨迹。另外，Li 等（2015），Li 等（2016）和 Su 等（2015）

通过引入城市路网将缺失轨迹映射到道路上并利用道路位置补全轨迹。基于集体

移动模式的方法利用历史轨迹数据建模目标的行为习惯，训练一个普适的目标移

动模型，并用该模型补全缺失轨迹。Silva 等（2015），Monreale 等（2009）和 Yi

等（2016）通过聚类的方法生成历史轨迹的聚类簇。在补全缺失轨迹时首先将轨

迹映射到轨迹簇中，然后根据簇内的轨迹补全当前轨迹。Yao 等（2017），Feng 等

（2018）和 Liu 等（2016）利用矩阵分解和序列模型训练位置推荐或预测模型，

此类方法也可以应用于缺失轨迹补全。 

为了加速轨迹相似度计算，已有工作可分为基于轨迹索引的方法和基于近似

算法的方法。基于轨迹索引的方法（Chen 等.，2005；Yazti 等.，2006；Gong 等.，

2015；Gowanlock 和 Casanova，2016；Shang 等.，2017）的思路是基于轨迹相似

性度量，如 Hausdorff、DTW、Fre´chet 等构造轨迹索引。在轨迹相似性检索中，

通过减小涉及计算的轨迹数目来降低检索响应时间。此类方法大多采用 K-D 树

或 R 树的索引结构，层次化地组织轨迹数据。检索轨迹时，上述索引可以通过树

剪枝的方法快速找到与检索轨迹最相似的轨迹。基于近似算法的方法（Colton 和

Indyk，1999；Backurs 和 Sidiropoulos，2016；Agarwal 等.，2016；Rakthanmanon

等.，2012）针对某一种特定的相似性度量，设计近似算法，降低其计算复杂度。

针对 Hausdorff 度量，Colton 和 Indyk（1999），Backurs 和 Sidiropoulos（2016）
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提出了基于表示向量的方法，将 Hausdorff 距离转化为 lp 空间中的向量距离。针

对 DTW，Rakthanmanon（2012）提出可以省略计算过程中平方操作的方法加速

DTW 计算。近期，Driemel 和 Silvestri（2017）提出了一种基于局部敏感哈希（LSH）

的算法，用于快速计算 Fre´chet 和 Hausdorff 距离。 

为了解决轨迹异常检测中数据标签稀少的问题，已有研究工作提出利用无标

签轨迹数据，提升轨迹异常检测准确率的方法。按照异常检测技术不同，上述方

法分为基于模式的轨迹异常检测方法和基于半监督学习的轨迹异常检测方法。基

于模式的异常检测方法（Bao 和 Du，2018；Lei 等.，2016；Guo 等.，2014；Laxhammar

和 Falkman，2014；Laxhammar 和 Falkman，2012）通过轨迹聚类、模式挖掘等

技术建模目标移动的正常模式，并通过与正常模式对比发现异常轨迹。

Laxhammar 和 Falkman（2012）利用滑动窗口划分子轨迹，提出局部异常因子对

同一滑动窗口的轨迹聚类，最后将不属于任何一簇的子轨迹判定为异常轨迹。

Guo 等（2014）基于轨迹的形状和速度，首先利用核密度估计技术表示轨迹，并

通过最大化聚类簇之间互信息的方式得到轨迹聚类，最后基于香侬熵判断轨迹是

否为异常轨迹。Lei 等（2016）通过模式挖掘发现同类型目标在空间、序列和行

为上的正常移动模式并基于此检测异常轨迹。Laxhammar 和 Falkman（2014）基

于 Hausdorff 距离定义轨迹异常因子并通过该因子检测轨迹流中的异常轨迹。Bao

和 Du（2018）首先通过 DBSCAN 得到轨迹的模式，然后利用点到轨迹的 Haversine

距离判断轨迹是否为异常。基于半监督学习的异常检测方法目前研究成果较少，

Sillito 和 Fisher（2008），Arnaud 等（2013）通过人为交互的方法获取监督信息并

推断无标签轨迹的标签，最后结合所有轨迹信息检测异常轨迹。 

解决轨迹数据缺失不确定、加速轨迹相似度计算、实现数据标签稀少下的轨

迹异常检测对轨迹数据挖掘至关重要，但现有工作在稀疏轨迹补全、轨迹相似度

计算、轨迹异常检测上仍然存在如下问题： 

（1） 已有轨迹补全方法不适用于稀疏轨迹，且无法对静默时间段内目标位置

的动态变化进行建模。 

现有轨迹挖掘方法对于稀疏轨迹大多直接丢弃或简单插值，其主要原因是目

前已有的轨迹补全方法大多针对稠密轨迹如出租车轨迹，而不适用于稀疏轨迹。
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补全稀疏轨迹可以降低目标移动的不确定性，增加可用轨迹数量，进一步为目标

监控识别等应用提供数据支撑。然而，已有的基于单目标的轨迹补全方法（Serrano

等.，2017；Li 等.，2016；Long，2016；Chandler 等.，2015；Li 等.，2015；Su

等.，2015）通过目标的运动特性，如速度、加速度等，对目标位置动态变化进行

建模。由于稀疏轨迹静默时间较长，这类方法在处理稀疏轨迹时会产生很大误差。

已有基于多目标的轨迹补全方法（Li 等.，2016；Li 等.，2015； Su 等.，2015）

利用目标移动行为推荐或预测未来可能访问的位置，但该类方法仅基于缺失时间

段前部分轨迹推断若干个可能访问的位置，且该类方法无法对目标在长段静默时

间内位置的动态变化进行建模。 

（2） 已有加速轨迹相似度计算的工作没有降低计算复杂度，或仅适用于特定

相似性度量。 

计算轨迹相似度是一项基础且重要的任务，可以广泛应用于轨迹聚类、模式

发现、异常检测、目标识别等领域。轨迹相似度计算方法多种多样，不同方法关

注的角度不同但有至少平方级的计算复杂度。另外，在某些应用中，如目标识别，

需要综合利用多种相似度达到识别的目的，这就需要一个可以适用于多种相似性

度量的加速计算方法。而现有基于轨迹索引的方法（Chen 等.，2005；Yazti 等.，

2006；Gong 等.，2015；Gowanlock 和 Casanova，2016；Shang 等.，2017）通过

构建轨迹索引减小涉及计算的轨迹数量，该类方法仅能加速 Top-K 轨迹相似性

检索并没有降低轨迹相似度计算复杂度。另外，基于近似算法的工作（Colton 和

Indyk，1999；Backurs 和 Sidiropoulos，2016；Agarwal 等.，2016；Rakthanmanon

等.，2012），仅针对特定的相似性度量设计加速算法，对于不同的度量加速效果

也不同，且对于某些相似性度量没有可用的近似算法。 

（3） 已有轨迹异常检测方法依赖先验知识确定异常阈值，且难以解决异常轨

迹稀少的问题。 

由于轨迹数据中异常轨迹的标签需要依赖人工手动标记，造成了现有轨迹数

据集数据标签稀少且难以获得。在这种情况下，仅利用少量有标签数据无法支撑

异常检测模型的训练。因此，如何利用无标签轨迹数据中蕴含的信息来解决异常

轨迹稀少的问题对轨迹异常检测显得尤为重要。虽然现有基于轨迹模式的异常检
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测方法（Bao 和 Du，2018；Lei 等.，2016；Guo 等.，2014；Laxhammar 和 Falkman，

2014； Laxhammar 和 Falkman，2012）可以通过聚类获得无标签轨迹的分布特

征后，利用预定义的规则和模式筛选异常轨迹，但此类方法依赖先验知识，需要

领域专家定义异常阈值。另外，此类方法完全基于无标签数据，难以利用轨迹数

据标签。基于半监督学习的方法（Sillito 和 Fisher，2008；Arnaud 等.，2013）分

为无监督学习和有监督学习两部分，其中无监督部分大多基于轨迹聚类，而有监

督部分基于人机交互获得轨迹异常标签信息，调整无监督聚类的结果。然而传统

聚类算法利用轨迹统计特征生成轨迹聚类，该类特征表示无法与轨迹异常建立直

接联系，导致该类算法异常检测准确率较低。深度学习技术能够自动地抽取轨迹

中与异常检测相关的特征，可以用于解决上述问题。 

针对上述问题，本文围绕轨迹数据挖掘的现实需求，利用深度学习方法在隐

含特征提取和复杂函数近似方面的优势，研究并提出可行的解决方案：（1）针对

稀疏轨迹难以补全问题，本文提出上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法，降低稀

疏轨迹中目标的不确定性，为目标监控和识别提供数据支撑；（2）针对轨迹相似

度计算复杂度高的问题，本文提出基于深度度量学习的轨迹相似度计算方法，将

相似度计算复杂度降低到线性，并适用于加速多种相似性度量；（3）针对轨迹异

常标签稀少的问题，本文提出基于移动行为特征的半监督轨迹异常检测方法，利

用无标签轨迹辅助有标签轨迹训练模型，提高异常检测准确率。 

1.2  论文的贡献 

本文围绕轨迹数据挖掘的关键问题展开研究。在国家自然基金 61702470、

61472403 等项目的支持下，本文深入分析了轨迹数据挖掘的国内外研究现状。并

在此基础上，围绕轨迹补全、轨迹相似度计算和轨迹异常检测中亟待解决的关键

问题展开研究，提出了上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法、基于深度度量学习

的轨迹相似度计算方法和基于移动行为特征的半监督轨迹异常检测方法。论文的

研究成果弥补了已有相关成果在稀疏轨迹补全、轨迹检索效率和异常检测准确率

上的不足，保证了轨迹挖掘算法的有效运行。 

本文的主要研究成果体现在以下几个方面： 



第 1 章  绪论 

 7 

（1） 深入调研了轨迹数据挖掘的背景及研究现状，分析了轨迹数据挖掘不同层

次面临的挑战 

本文对轨迹数据挖掘背景、内容和研究现状进行了深入的分析和探讨。首先

简要介绍了轨迹数据的定义、特点及分类，分析了导致轨迹数据存在数据不确定、

计算复杂度高、异常标签少的原因；其次，介绍了轨迹数据挖掘的基本框架，并

深入调研了已有研究在轨迹补全、轨迹相似度计算和轨迹异常检测上已经取得的

成果，分析了这些方法存在的不足。这些方法的不足促成了本文后续章节的研究

工作。 

（2） 针对稀疏轨迹补全的问题，提出了上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法 

由于采集模式和设备功耗的限制，现有轨迹数据中存在缺失的时间段。这使

得轨迹数据面临目标位置不确定的挑战。稀疏轨迹中缺失的时间段较长，使得现

有轨迹补全方法中的目标运动特性假设误差变大，不适用于补全稀疏轨迹。因此，

需要进一步深入研究稀疏轨迹补全方法。 

针对上述问题，本文提出了上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法 TrajCom。

该方法从目标轨迹的上下文信息入手，自动地从历史轨迹库筛选出有用信息，补

全目标轨迹中缺失的位置。TrajCom 分为相关轨迹筛选、深度轨迹编码及缺失位

置估计三个步骤。首先，基于目标轨迹时空约束和目标偏好的信息，利用神经协

同过滤 NCF（Neural Colleberitive Filtering）筛选出与目标轨迹相关的轨迹来解决

数据稀疏问题。然后，基于 RNN 设计轨迹编码模型并提出时间间隔感知的循环

神经网络单元 tGRU（time-aware GRU）用于捕捉动态变化的时间间隔信息。最

后，TrajCom 利用注意力机制估计目标轨迹中的缺失位置。我们使用四个真实轨

迹数据集来评估 TrajCom 的效果。实验结果表明，对比现有的轨迹补全方法，

TrajCom 在准确率上提升了 25%。另外，TrajCom 可以通过追溯相关历史轨迹来

解释位置缺失的原因。 

（3） 针对轨迹相似度计算复杂度高的问题，提出了基于深度度量学习的轨迹相

似度近似计算方法 

轨迹相似度计算是各种轨迹数据分析应用的基础。然而，轨迹相似度计算方

法多种多样且复杂度为平方级，难以适用于大规模数据集。尽管已有研究人员提
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出近似算法可以用于降低相似度计算的复杂度，但它们仅能加速某一种特定的相

似度计算方法，无法适用于其他相似性度量。 

针对上述问题，本文提出了基于深度度量学习的轨迹相似度近似计算方法

NeuTraj。该方法能适用于多种已有的轨迹相似度计算方法，并能将相似度计算的

复杂度降低到线性。首先，NeuTraj 从给定的数据库中采样种子轨迹集合，然后

计算种子对之间相似度的值，并使用它们作为监督信息，学习模型参数；然后，

NeuTraj 通过 RNN 将轨迹编码为固定长度的表示向量。其中轨迹编码模型的循

环神经网络单元基于本文提出的空间注意记忆机制。该机制可以增强现有的

RNN 使其具有捕捉轨迹空间邻近特性的能力；最后，本文提出了加权排序损失，

用于训练 NeuTraj。该损失函数可以有效地将模型学习的重点聚焦在更有区分力

的种子轨迹对上。通过以上步骤，NeuTraj 即使在小规模训练数据上，也可以做

到高近似程度和快速收敛。基于两个真实的轨迹数据集的实验结果表明，NeuTraj

在 Fre´chet，Hausdorff，ERP 和 DTW 计算方法上 Top-10 相似轨迹检索的准确率

能够达到 80％以上，该结果优于现有加速轨迹相似度计算的近似方法。另外，与

已有近似算法相比 NeuTraj 的计算时间缩短了 3 倍以上。 

（4） 针对轨迹异常检测中数据标签稀少的问题，提出了基于移动行为特征的半

监督轨迹异常检测方法 

在现有轨迹数据中，异常轨迹标签需要由专家手工标记，这使得异常检测面

临数据标签稀少的问题。尽管已有工作利用聚类或模式挖掘的方法，提取无标签

轨迹中的信息检测异常轨迹，但此类方法不但无法与有标签数据结合而且需要先

验知识设定异常阈值，并没有解决数据标签稀少的问题。 

针对上述问题，本文提出了基于移动行为特征的半监督异常检测方法

Traj2Vec。该方法是一个半监督学习的框架，分为无监督学习和有监督学习两个

步骤。在无监督学习中，Traj2Vec 利用轨迹自身移动行为的特点，学习轨迹的表

示向量。首先，Traj2Vec 利用滑动窗口和移动行为特征抽取算法，解决了数据采

样率不均的问题。然后，基于序列自编码模型，将轨迹移动行为特征序列映射为

表示向量。在有监督学习中，Traj2Vec 利用少量数据标签，基于分歧学习技术训

练轨迹异常分类模型。首先，以无监督学习中的轨迹编码器为基础，利用异常标
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签，学习一个初始的分类器并用该分类器对无标签轨迹进行分类；然后，根据分

类器生成的伪标签，进一步优化初始分类器。最后，在有标签数据上再次优化该

分类器。重复上述过程直至模型收敛。训练过程中，Traj2Vec 的有监督部分和无

监督部分共享轨迹编码器的参数，共同优化异常检测模型。本文通过仿真数据和

真实数据来评估 Traj2Vec 性能。其结果表明，与已有轨迹异常检测方法相比，

Traj2Vec 在异常检测准确率略有提高（3%）的前提下，将异常轨迹的召回率提高

了 10%。 

1.3  论文的组织 

第 2 章对轨迹数据挖掘的相关背景、研究问题和研究现状进行了综合阐述，

包括：简要介绍轨迹数据的定义、特点、分类、轨迹数据挖掘的基本框架和挑战，

这为后续研究提供指导和方向；深入分析了已有研究在轨迹补全、轨迹相似性检

索和轨迹异常检测上已经取得的成果，并分析了这些方法存在的不足。 

第 3 章针对稀疏轨迹难以补全的问题，本文提出上下文信息感知的轨迹补全

方法 TrajCom。首先，分析了不同轨迹数据集移动目标时空约束性的特点。然后，

详细介绍了 TrajCom 中相关轨迹筛选、轨迹编码、缺失位置估计三大模块。最

后，通过真实数据集上的实验证明了轨迹补全算法的有效性。 

第 4 章针对轨迹相似度计算复杂度高的问题，本文提出基于深度度量学习的

轨迹相似度计算方法 NeuTraj。首先，分析了造成轨迹相似度计算复杂度高的原

因；然后，详细介绍了 NeuTraj 中用于建模轨迹空间邻近特性的 SAM（Spatial 

Attention Memory）模块和用于度量学习距离加权排序误差；最后，通过效率和

准确率实验证明了 NeuTraj 算法的有效性。 

第 5 章针对带标签异常轨迹数据稀少的问题，本文提出基于移动行为特征的

半监督轨迹异常检测方法 Traj2Vec。首先，详细介绍了基于移动行为特征的无监

督轨迹表示学习模型架构，详细说明了每一层的操作步骤；然后，阐述了基于轨

迹表示的半监督异常检测方法；最后，通过在仿真数据集和真实数据集上的实验

证明上述方法的有效性。 



基于深度学习的轨迹数据挖掘关键技术研究 

 10 

第 6 章总结了本文的研究工作，并讨论未来的研究方向。 
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第 2 章  轨迹数据挖掘相关研究综述 

本章首先介绍了轨迹数据的定义和分类；然后简单概述了轨迹数据挖掘的研

究框架及问题；最后详细介绍了轨迹补全、轨迹相似度计算及轨迹异常检测的

已有相关研究工作，并分析了它们存在的不足。 

2.1  轨迹数据概述 

本节首先介绍了轨迹数据的定义，然后详细阐述了轨迹的分类方式，并总结

了各类轨迹数据的产生方式、主要采集及应用场景、数据特点及开源数据集。 

2.1.1  轨迹数据定义 

时空环境下，通过对一个或多个移动目标的运动过程进行采样可以获得包括

采样点位置和采样时间的记录，这些记录的序列构成了轨迹。轨迹数据通常可表

示为目标位置记录的序列，如 𝑇 = [𝑟., 𝑟0, … , 𝑟2]。序列中的每一条记录𝑟4都包含时

间和空间两个维度的属性，即𝑟4 = (𝑙4	, 𝑡4)。 

2.1.2  轨迹数据分类 

轨迹数据有来源丰富，采集模式多种多样，如智能手机中的定位模块获取到

的用户移动轨迹数据、车载 GPS 设备采集到的车辆位置信息、装有 RFID 标签的

目标产生的移动路线信息等。目前，研究人员关注的轨迹数据主要包括人类活动

产生的数据、动物活动产生的数据、交通工具产生的数据和自然现象产生的数据。 
表 2.1 公开轨迹数据集及分类 

Table 2.1  The classification of public trajectory datasets 
数据种类 产生方式 主要场景 数据特点 典型数据集 

人类活动 

被动收集：人类佩戴位置

及其他传感器设备在人类

活动中持续采集的数据 

健康监控、 

运动监控、 

导航、 

数据密集；误差受位

置采集设备精度影

响大； 

Geolife 

主动发布：人类主动公开

发布的，表现人类活动位

置及状态的数据 

位置社交网

络、银行卡记

录、RFID 

数据密度低，特定用

户数据稀疏；伴随其

他语义信息 

Twitter、 

Flickr 
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（续表） 

交通工具 

安装在交通工具上的采集

设备为了监控其运行状态

采集得到的数据 

车联网、船舶

监控、飞机航

线监控 

数据采集频率高； 

某些时段数据缺失; 

数据格式规整； 

AIS 、 

T-Drive 

动物活动 

生物研究人员为了研究动

物活动规律，为动物安装

传感器，这些传感器回传

得到的数据 

鸟类活动、草

原动物活动 

 

受功率限制，数据稀

疏且质量不高； 

数据随机性强 

候鸟迁徙、 

斑马活动 

自然现象 

气象学研究人员需要监控

自然现象的活动，通过卫

星遥感等方式可以获得某

些自然现象（台风、洋流）

的产生变化数据 

台风预报、空

气污染监控、 

采集成本高；数据稀

疏；数据应用实效性

强 

台风、 

空 气 质 量

等数据 

表 2.1 总结了不同数据种类、产生方式、主要场景下的数据特点和典型数据

集（姚迪 等. 2018）。可以看出，不同类型轨迹数据的定位精度、采样频率、采

集模式各不相同。 

2.2  轨迹数据挖掘国内外研究现状 

本节首先简要介绍了轨迹数据挖掘的研究框架及框架每部分的主要研究工

作。然后针对本文重点研究的轨迹补全、轨迹相似度计算和轨迹异常检测问题，

详细介绍了其相关工作以及现有方法存在的缺陷。 

2.2.1  轨迹数据挖掘 

轨迹数据挖掘是指从位置轨迹序列中提取或挖掘出用户感兴趣内容的过程。

与其他类型的数据不同，轨迹数据具有异频采样性、时空序列性和目标差异性的

特点。根据以上数据特点，现有轨迹数据挖掘的研究框架可以分为三层。研究框

架如图 1.1 所示， 

第一层为数据预处理层，该层主要对原始位置记录进行预处理，目的是将原

始位置记录转化为可以直接利用的轨迹数据。该层主要研究问题包括轨迹压缩、

轨迹分段、地图匹配和轨迹补全等。下面将分别介绍轨迹压缩、轨迹分段和地图

匹配的相关工作。另外，轨迹补全为本文研究内容之一，该部分相关工作将在小
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节 2.2.2 中详细介绍。 

轨迹压缩是指通过降采样、路径匹配等方式，在尽可能减少信息损失的前提

下缩短轨迹，降低轨迹的存储和通信开销。根据应用场景不同轨迹压缩方法分为

离线压缩和在线压缩两类。离线压缩是指在轨迹生成完成之后再进行压缩。该类

方法与计算机图形学中的线段化简问题相似，可以通过 Douglas-Peucker 算法

（B,1986）解决。在线压缩是指在轨迹未生成完成就开始压缩过程。该类方法通

常基于滑动窗口(Keogh 等.，2001)或开放窗口(Meratnia 和 de，2004)机制将窗口

内的轨迹看作离线轨迹进行压缩。另外近期有研究工作通过轨迹语义压缩轨迹。

该类方法（Richter 等.，2012；Chen 等.，2009）仅记录轨迹的语义信息而非轨迹

位置记录。 

轨迹分段是指将长轨迹划分成信息独立的子轨迹段。常用轨迹分段方法包括

基于时间间隔的分段方法、基于轨迹形状的分段方法和基于轨迹语义的分段方

法。基于时间间隔的方法利用相邻两条记录的时间间隔分段轨迹，将时间间隔大

于某个阈值的记录作为分段端点。基于轨迹形状的方法（Yuan 等.，2013；Lee 等.，

2008）提取轨迹中目标行为发生改变的点如停泊点、转弯点、加速点等作为分段

端点。基于语义的方法（Zheng 等.，2008）首先对轨迹进行语义划分，然后将语

义信息发生改变的记录点作为轨迹段的端点。 

地图匹配把轨迹数据与地图中的地图信息结合，目标是将位置记录映射到路

网中。现有地图匹配算法分为基于附加信息的方法和基于增量匹配的方法。基于

附加信息的方法分别从轨迹的几何特征（S，2002）、拓扑特征（Yin 和 Wolfson，

2004；Yi 等.，1998）、概率角度（Pink 和 Hummel，2008；Quddus 等.，2006）出

发设计路网匹配算法。基于增量匹配的方法（Civilis 等.，2005）利用贪心策略顺

序将轨迹记录中的位置匹配到路网中。 

第二层为轨迹检索层，该层主要将轨迹数据存入数据库并实现面向不同应用

的轨迹检索。对该层的研究围绕轨迹检索展开，包括轨迹时空相似性检索和轨迹

空间-关键字(spatial-keyword)检索。研究问题包括轨迹索引、轨迹相似度计算等。

下面将分别简要介绍轨迹时空相似性检索和轨迹空间-关键字(spatial-keyword)检

索的相关工作。另外，轨迹相似度计算为本文研究内容之一，该部分相关工作将
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在小节 2.2.3 中详细介绍。 

轨迹时空相似性检索方面，已有研究工作大多基于 R 树(R-tree)（Jensen，

1999）构建轨迹索引，给定一条轨迹或一个位置，检索与其相似的轨迹。STR 树

(Spatio-Temporal R-tree)（Jensen 和 Theodoridis，2000）是三维 R 树的扩展，专门

用于轨迹数据检索。与 R 树不同，STR 树在插入节点是不仅考虑空间邻近性，

还考虑轨迹完整性，即把代表同一轨迹中的轨迹片段节点插入到一起。具体来说，

STR 树提出了一个算法寻找当前轨迹片段的前驱节点。如果这个节点有空间，就

把片段插入；否则就分裂前驱节点。另一个可用于轨迹检索的索引结构是

TB(Trajectory Bundle tree)树（Li 等.，2007），其思想是根据 R 树建立轨迹片段的

索引，然后利用链表，将同一轨迹对应的叶节点按顺序连接起来。Xie 等（2017）

提出了一个基于 R 树构建分布式索引的方法，实现分布式的轨迹相似性检索。

Wang 等（2018）提出了一个轨迹数据的查询引擎 Torch，提出一整套索引结构支

持轨迹的 Boolean 查询和相似性查询。 

与轨迹相似性检索的索引不同，轨迹空间-关键词检索的索引被用于解决空

间-关键词(spatial-keyword)检索，即给定位置坐标和一系列关键词，返回与给定

距离相近且语义相似的轨迹。Spaccapietra 等（2008）首次提出面向轨迹数据的

空间-关键词检索问题，并提出基于 R 树的索引结构，构建位置到轨迹数据的索

引。Rakthanmanon 等（2012）和 Yan（2013）分别从计算效率和语义相似角度改

进 Spaccapietra 等（2008）提出的模型，使之支持更大规模的数据集。Liu 等（2017）

利用主题模型，将检索输入的关键词和描述轨迹语义的文本信息都映射到高维主

题空间中的一个点，并基于四叉树(Quadtree)和 B+树分别构建空间和语义的索引；

最终设计 LSH 结构的混合检索算法加速检索过程。 

第三层为轨迹应用层，该层面向不同的轨迹应用任务提出不同的挖掘算法。

该层主要研究问题包括轨迹隐私保护、轨迹分类、轨迹模式挖掘和轨迹异常检测。

下面分别介绍轨迹隐私保护、轨迹分类和轨迹模式挖掘的相关工作。轨迹异常检

测是本文的研究内容之一，其相关工作将在小节 2.2.4 中详细介绍。 

轨迹隐私保护的目的是在使用用户轨迹时防止用户隐私的泄露。面向在线和

离线两类的应用场景，所用到的轨迹隐私保护技术也不相同。在线应用场景中，
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用户通过上报当前位置获得应用服务，如导航应用中，获取与当前位置 1 公里以

内的路况信息。针对这种应用场景，Xue 等（2013），Chow 等（2011）和 Hoh 等

（2010）通过加密或混淆用户发布位置的方法，在保证正常应用的前提下防止用

户的隐私信息泄露。离线应用场景中，通过累积大量与同一用户相关的历史轨迹

可能暴露用户的隐私，如推断用户家、工作地点等。针对这种应用场景的隐私保

护方法包括基于聚类的方法（Abul 等.，2008）、基于泛化的方法（Nergiz 等.，

2009）、基于抑制的方法（Terrovitis 和 Mamoulis，2008）和基于网格的方法（falvi

等.，2007）。 

轨迹分类的目标是发现轨迹与轨迹间的不同之处，如不同的运动状态、交通

模式、用户活动等。面向运动状态分类，Krumm 和 Horvitz（2004）提出基于隐

马尔科夫模型将 802.11 信号轨迹分类为静止和运动两类。Sohn 等（2006）将 GSM

轨迹信号按用户运动模式分为静止、行走和驾驶三类。Zhu 等（2012）利用路网

特征、停泊点特征等将出租车轨迹分类为载客、非载客和停泊三类。面向交通模

式分类，Zheng（2008a,b）利用运动特征如速度变化、方向变化等，基于决策树

将人类移动轨迹分为开车、骑行、公交和走路四类。用户活动分类方面，Liao 等

（2007）、Patterson 等（2003）提出层次化的条件随机场推断模型推断用户行为。

Yin 和 Wolfson（2004）提出利用动态贝叶斯网络推断用户行为。 

轨迹模式挖掘是指发现轨迹中反复出现的模式，其主要研究对象包括伴随模

式、序列模式和周期模式。伴随模式挖掘是指发现轨迹数据库中共同移动的目标

群组。已有研究人员面向同向移动（Li 等.，2010）、旅行陪伴（Tang 等.，2011；

Tang 等.，2012）和聚集（Zheng 等.，2014）等多种共同移动模式提出挖掘方法。

发现伴随模式可以帮助物种迁徙、军事监控和交通事件检测等领域的研究。序列

模式挖掘是指发现有限目标轨迹中，访问位置相同的序列的集合，且序列间的时

间间隔也相近。Xiao 等（2010）提出了基于图的序列匹配算法用于发现两个用于

轨迹的序列模式。Song 等（2014）提出基于 LCSS 距离和前缀树的序列模式挖掘

算法，用于发现路网约束下的序列模式。周期模式是指发现轨迹中按周期循环出

现的序列。Li 等（2010）提出两步走的方法检测周期模式，首先发现目标经常访

问的参考点，并将轨迹转换为进出参考点的 0 或 1 序列；然后基于傅里叶变换发
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现轨迹中的周期模式，并基于层次聚类汇总。Li 等（2012）改进 Li 等（2010）

中的方法使之适用于不完整的稀疏轨迹。 

2.2.2  轨迹补全 

根据数据特点和场景的不同，轨迹补全的研究可分为基于单体目标轨迹的方

法和基于集体目标轨迹的方法。 

在基于单体目标轨迹的轨迹补全方面，研究人员利用单个目标的移动轨迹，

建立目标移动模型从而补全目标轨迹。该类方法通常对目标的移动模式做出假

设，如速度、加速度、距离之间满足的物理运动规律，基于静默时间段前后位置

记录的插值估计目标位置。该类方法包括（Serrano 等.，2017；Long，2016；Chandler

等.，2015）。Chandler 等（2015）利用数据缺失前后的记录，通过线性插值的方

法，对轨迹的缺失部分进行平滑，达到补全缺失轨迹的目的。Long（2016）提出

了运动学插值的方法补全轨迹，该方法利用速度与加速度，估计目标的缺失轨迹。

Serrano 等（2017）将运动学插值的方法应用到移动机器人控制领域，用于跟踪

机器人轨迹。 

另外，一些基于单体目标轨迹的补全方法，通过引入额外信息将单体目标的

轨迹与额外信息结合提高轨迹补全精度。该类方法包括（Li 等.，2015a；Su 等.，

2015）。Li 等（2015）将目标轨迹与城市路网信息结合，首先对城市中的轨迹进

行路网匹配，对于轨迹中的静默时间段，该方法在路网约束下补全目标缺失位置。

Su 等（2015）也利用路网信息，推断目标在静默时间段的位置，实现轨迹在路网

上的对齐及补全。该方法首先在城市路网中选取若干个位置作为标准位置，对于

整个城市标准位置构成一个无向图；然后将轨迹中的目标位置映射到标准位置

上。映射的过程中保证轨迹中相邻标准位置直接联通，从而保证轨迹中目标位置

的对齐及完整。 

在基于集体移动模式的轨迹补全方面，针对单体轨迹存在的问题，一些研究

人员提出利用目标群体的历史轨迹来训练一个普适的模型来挖掘目标的移动模

式。该类方法可分为两类，基于模式的方法和基于预测或推荐的方法。基于模式

的方法通过聚类或模式挖掘，生成模式相似的轨迹集合及集合的中心轨迹；然后

将轨迹映射到相应集合中，并利用集合中心的轨迹补全缺失轨迹。该类方法包括
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（Li 等.，2016；Yi 等.，2016；Silva 等.，2015）。Li 等（2016）直接从历史数据

发现目标活动规律补全缺失轨迹，在没有引入路网信息的前提下达到与基于路网

方法相当的效果。该方法将历史轨迹中的目标位置记录看作 GPS 点集（GPS point 

cloud），首先利用 L1-骨架特征检测 GPS 点集中的交汇点和交汇路径；然后基于

交汇点和路径构建交汇点网络；最后将轨迹与交汇点网络进行匹配，利用交汇点

补全缺失轨迹。Silva 等（2015）首先利用 K-Means 算法对所有 GPS 位置进行聚

类，得到 K 个 GPS 位置的簇及 K 个标准位置；然后将轨迹对齐到标准位置，即

将轨迹中的每个位置用与其最近的标准位置替换；最后利用标准位置的邻近关

系，补全轨迹中的缺失位置。Yi 等（2016）提出了一种基于多视角学习的方法补

全位置传感器收集到的数据，该方法从整体时间、整体空间、局部时间、局部空

间四个视角建模不同位置传感器序列的关系，并利用多视角学习补全序列缺失位

置，该方法可应用于轨迹补全。 

另外，基于集体移动模式的轨迹补全方法也包括位置预测或推荐的方法。研

究人员提出此类方法的目标不是补全缺失轨迹，但此类方法可以应用于轨迹补全

问题。该类方法根据利用的技术的不同可分为基于矩阵分解的方法和基于序列模

型的方法。基于矩阵分解的方法（Chen 等.，2015；Feng 等.，2015；Zhang 等.，

2015；Han 等.，2017；Yang 等.，2017）是静态的方法，该类方法的预测和推荐

结果与轨迹信息无关，仅与特定目标相关。该类方法首先利用历史数据构建目标

-位置访问矩阵，然后利用矩阵分解分别学习目标和位置的表示向量，最后基于

表示推荐或预测下一个位置。Chen 等（2015）提出面向位置种类多样化的位置

推荐算法，通过引入多样化正则项，使推荐结果包含更多类型的位置。Feng 等

（2015）利用基于排序的度量学习学习位置和目标的表示向量，个性化地为目标

推荐下一个访问的位置。另一类基于序列模型的方法（Feng 等.，2018；Liao 等.，

2018；Yao 等.，2017；Liu 等.，2016；Monreale 等.，2009）是动态的方法，该类

方法通过 RNN 或隐马尔科夫模型建模目标活动的序列特性，从而推荐或预测目

标未来可能访问的位置。其中 Feng 等（2018），Liu 等（2016）和 Liao 等（2018）

基于 RNN 建模目标活动轨迹，学习目标的移动模型后基于该模型预测目标未来

的位置。Yao 等（2017）、Monreale 等（2009）基于隐马尔科夫模型预测目标未
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来位置。 

现有轨迹补全工作都不适用于稀疏轨迹的补全。基于单体目标轨迹的方法利

用运动特征结合路网信息通过插值等方法补全轨迹，当轨迹中静默时间间隔比较

长如若干小时时，该类方法的补全结果误差很大。通过集体移动模式补全轨迹方

法中，基于模式的方法通过聚类或模式发现来挖掘移动模式相似的轨迹集合，但

此类方法也是针对稠密轨迹，对于稀疏轨迹无法获得有意义的移动模式。基于位

置推荐和预测的方法可以应用于稀疏轨迹，但此类方法不是针对轨迹补全问题设

计，仅能利用缺失轨迹静默时间段之前的数据推断缺失位置。 

2.2.3  轨迹相似度计算 

本节从两个方面概述与轨迹相似度计算相关的现有研究：（1）轨迹相似度计

算传统方法; （2）加速轨迹相似度计算方法。 

轨迹相似度计算传统方法。该类方法根据轨迹的时间和空间属性，利用已有

的序列相似性度量方法，计算给定两条轨迹相似度的值。与序列相似度计算方法

一致，常见的轨迹相似度精确计算方法有 Fre´chet（Alt 等.，1995）、ERP（Chen

和 Ng，2004）、EDR（Yin 和 Wolfson，2004）、DTW（Yi 等.，1998）、LCSS（Vlachos

等.，2002）、Hausdorff（Atev 等.，2010）、CPD 和 SPD，其计算方式和特点见表

2.2。 
表 2.2 轨迹相似性度量 

Table 2.2 Trajectory similarity measures 
名称 英文名 计算方式 特点 

Fre´chet Fre´chet Distance 
按时间顺序连接轨迹中

两点的最长距离 

距离的值有物理意义，但

计算开销大 

EDR 
Edit Distance on Real 

sequence 

计算将一条轨迹编辑为

另一条的开销 

对噪声鲁棒，但计算量较

大 

ERP 
Edit distance with Real 

Plenty 

将EDR中点与点之间的

离散编辑开销，用连续

实数量化之后的编辑距

离 

可根据不同任务调整编

辑开销 

DTW Dynamic Time Warping 
轨迹对齐后计算所有轨

迹对距离之和 

可处理变长轨迹，但重排

列增加计算噪声 
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（续表） 

LCSS 
Longest Common 

SubSequence 

计算两条轨迹的最长子

序列记录长度 

对噪声鲁棒，但计算量较

大，适用于密集轨迹 

Hausdorff Hausdorff distance 
将轨迹看作点集，计算

最小最大距离 

有几何意义，但得到的距

离具有方向性和不对称

性 

CPD Closet-Pair Distance 
计算两条轨迹的最小距

离记录 

计算简单，但没有考虑整

个轨迹分布情况 

SPD Sum of Pairs Distance 
计算两条轨迹记录对应

点的距离之和 

计算简单，但不能处理记

录长度不同轨迹 

其中最近点对距离（SPD）和点对距离之和（SPD）方法是最基础、直观的

轨迹相似度计算方法，但都存在其局限性。SPD 没有考虑轨迹的整体分布，SPD

仅能处理长度固定的轨迹。除此之外，Hausdorff、LCSS、DTW、EDR、ERP 和

Fre´chet 距离等方法均通过匹配-汇总（alignment-summarization）的方式得到轨迹

相似度，计算思想相同。但此类方法都面临计算复杂度高的挑战。给定两条长度

分别为 m 和 n 的轨迹，这些度量方法的计算复杂度最低为 O(n*m)，很难适用于

大规模轨迹数据集。因此需要加速轨迹相似度计算。 

加速轨迹相似度计算方法。由于传统轨迹相似性度量方法计算复杂度高，研

究人员提出许多技术加速轨迹相似度计算，其可以大致分为轨迹索引和近似算法

两类。第一类方法为轨迹索引，该类方法包括（Shang 等.，2017；Gowanlock 等.，

2016；Gong 等.，2015；Yazti 等.，2006；Chen 等.，2005），其思路是基于某一个

轨迹相似性度量，如 Hausdorff，构造轨迹索引。在 Top-K 轨迹相似性检索中，

通过减小涉及计算的轨迹的数目加速检索的响应时间。此类方法大多采用基于

K-D 树或 R 树的索引结构，层次化地组织轨迹数据。检索轨迹时，索引可以通过

树剪枝的方法快速寻找与检索轨迹最相似的轨迹。使用索引和修剪技术来减少全

局级别的计算数量。Chen 等（2005）提出了一个新的度量方法 EDR，并设计了

三种索引结构加速基于 EDR 的相似轨迹检索。Yazti 等（2006）基于 LCSS 检索

相似轨迹，该工作提出了一个分布式检索的框架及索引结果用于加速检索过程。

Gowanlock 等（2016）提出了一个基于 Bounding Box 的轨迹索引结构，并针对

GPU 计算的特点做了特定优化，使轨迹相似性检索可以利用 GPU 加速。Shang
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等（2017）提出了一个基于轨迹相似度合并重复轨迹的方法。该方法首先基于轨

迹的空间和时序特性定义了一个新相似度计算方法，然后提出了一个时间优先的

检索方法使检索过程可以并行，并利用基于空间网格的索引结构在检索时对不相

似轨迹进行剪枝。 

第二类方法为近似算法。该类方法针对某一种特定的相似性度量，设计其近

似算法，降低其计算复杂度。针对 Hausdorff 度量，Farach-Colton 等人，和 Backurs

等人提出了基于表示向量的方法，将 Hausdorff 距离转化为 lp 空间中的向量距

离。针对 DTW，Thanawin 等人提出可以通过省略计算过程中的平方操作，加速

DTW 计算的方法。近期，Driemel 等人提出了一种基于局部敏感性哈希（LSH）

的算法，用于快速计算 Fre´chet 和 Hausdorff 距离。 

现有加速轨迹相似度计算的方法没有降低计算复杂度或仅适用于特定相似

度计算方法。基于轨迹索引的方法专门针对 Top-K 相似性检索问题而设计。该类

方法没有降低计算轨迹对相似度的复杂度，不能应用于需要所有轨迹对距离

（pair-wise distance）的任务，例如轨迹聚类和异常检测。通过设计近似算法加速

相似度计算的工作仅针对一两种具体相似度设计，很难将这些技术用于其他相似

度计算方法。 

2.2.4  轨迹异常检测 

现有轨迹异常检测方法可以分为两类：基于模式的轨迹异常检测方法和基于

半监督学习的轨迹异常检测方法。 

基于模式的轨迹异常检测方法。该类方法利用已收集的历史轨迹数据，对目

标的行为模式建模，发现目标移动的正常模式，并将与目标正常行为模式不同轨

迹作为异常轨迹。该类方法依据获得目标正常模式方法不同分为基于轨迹聚类的

方法、基于模式挖掘的方法和基于人工先验知识的方法。 

基于轨迹聚类的方法通过轨迹聚类发现移动模式相同的轨迹簇，将轨迹簇中

心的轨迹作为正常行为模式，并通过与轨迹簇中的轨迹对比检测异常轨迹。该类

方法包括（Bao 和 Du，2018；Guo 等.，2014；Laxhammar 和 Falkman，2012；

Cheng 和 Li，2006）。Cheng 和 Li（2006）将移动社交网络轨迹异常检测分为聚

类、比较、确认的三个阶段，基于主题模型对用户活动轨迹进行聚类，然后监控
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同一时空范围内主题的变化，并通过检测该区域内主题与其他轨迹不同的轨迹作

为异常轨迹。Laxhammar 和 Falkman（2012）利用滑动窗口划分子轨迹，并提出

局部异常因子对统一滑动窗口的轨迹聚类，最后将不属于同一簇的子轨迹检测为

异常轨迹。Guo 等（2014）基于轨迹的形状和速度，利用核密度估计表示轨迹，

并通过最大化聚类簇之间的互信息得到轨迹聚类，最后基于香侬熵判断轨迹是否

为异常轨迹。Bao 和 Du（2018）首先通过 DBSCAN 得到轨迹的模式，然后利用

点到轨迹的 Haversine 距离判断轨迹是否为异常。朱燕等（2017）则通过提取相

同起止点的轨迹集合，基于轨迹间的相似性度量实现异常轨迹的检测。 

基于模式挖掘的方法首先基于历史数据挖掘轨迹中存在的模式，如周期模

式、伴随模式、序列模式等，然后基于人工经验设定阈值或基于异常数据训练检

测模型检测异常轨迹。Lei（2016）通过模式挖掘的方式，发现同类型目标轨迹在

空间、序列和行为上的正常移动模式，并基于此检测异常轨迹。Laxhammar 和

Falkman（2014）基于 Hausdorff 距离定义轨迹异常因子，并通过该因子检测轨迹

流中的异常轨迹。Li 等（2006）基于移动目标在时间、空间上的通用移动行为模

式 motif，提出 Motion-Alert 方法。该方法首先将轨迹转换成一系列 motif 组成的

序列，然后利用 SVM 提取 motif 特征，并学习异常检测分类器。Bu 等（2009）

利用滑动窗口技术，持续监控各个时段内明显不同于其空间近邻的轨迹，作为异

常子轨迹。Yu 等（2014）提出了一种检测轨迹流中异常轨迹的增量算法 INC。该

算法定义了基于点近邻和轨迹近邻的两种异常，并引入了 3 种优化原则，时间意

识的检查原则(TAE)、最小支持检查原则(MSE)以及终身触发检测原则(LTD)检测

异常轨迹。 

基于人工先验知识的方法利用专家提供的先验知识，确定目标移动的正常模

式和阈值检测异常轨迹。Ge 等（2011）利用证据理论基于专家知识开发了检测

出租车欺诈行为的系统，该系统可以检测基于旅行路线和旅行距离的两类驾驶欺

诈行为。Liu 等（2014）提出了基于速度的出租车欺诈行为检测系统，该系统采

用基于速度信息的聚类方法建模出租车的正常模式，并基于正常模式检测出租车

异常驾驶行为。Zhu 等（2015）提出了依赖时间的异常轨迹检测算法 TPRO，该

方法将时间段相近的最热门的 K 条轨迹作为正常轨迹，将每条轨迹与其相关的
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正常轨迹进行比较，路径差异较大的轨迹作为异常轨迹。 

基于半监督学习的轨迹异常检测方法。该类方法目前工作较少，通过少量的

轨迹标签信息，推断无标签轨迹的标签，并利用无标签轨迹中蕴含的信息辅助异

常轨迹检测。该类方法包括 Sillito 和 Fisher，（2008）和 Arnaud 等（2013）。Sillito

和 Fisher，（2008）提出一个启发式的半监督异常轨迹检测框架，该框架基于高斯

混合模型检测建模轨迹的生成过程，对于一条新的轨迹该框架首先估计其生成概

率，并将概率低的轨迹交人工判别是否为异常，然后根据人工判别结果调整混合

模型参数。Arnaud 等（2013）关注语义轨迹的异常检测问题，提出基于概念的异

常检测系统。该系统首先将原始轨迹切分并进行语义标注，得到轨迹的语义事件

和语义行为，然后将与历史行为不一致的轨迹交由人工判别，确定其是否为异常。 

现有轨迹异常检测方法没有解决数据标签稀少下的轨迹异常检测问题。基于

模式的轨迹异常检测模型大多通过无监督的方式检测异常轨迹，该类方法难以与

有标签数据结合，检测异常轨迹。基于半监督学习的轨迹异常检测方法尚处于初

步研究阶段，目前还依赖启发式的人工判别检测异常轨迹。 

2.3  小结 

本章对轨迹数据挖掘的研究工作进行了总结；首先概述了轨迹数据的定义及

分类；然后基于轨迹数据挖掘的研究框架，重点阐述了现有轨迹静默时间补全、

轨迹相似度计算，轨迹异常检测三类任务的国内外研究现状，分析了现有研究工

作已取得的成果和存在的不足。 
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第 3 章  上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法研究 

本章针对稀疏轨迹缺失位置难以补全的问题，提出了上下文信息感知的稀疏

轨迹补全方法 TrajCom。TrajCom 利用历史轨迹中蕴含的目标移动规律构建补全

模型，提高稀疏轨迹补全的准确率。TrajCom 首先根据待补全轨迹的时空约束和

目标偏好信息，从历史轨迹数据库中筛选出相关轨迹。然后，利用深度轨迹编码

模型得到时间感知的轨迹编码，并基于注意力机制建模相关轨迹与待补全轨迹的

相关程度。最后，TrajCom 根据注意力权重估计目标轨迹的缺失位置。 

本章的组织如下：3.1 节介绍了本章的研究问题和挑战。3.2 节详细介绍了上

下文信息感知的稀疏轨迹补全方法，其中，3.2.1 节介绍了问题定义及方法概述；

3.2.2 节介绍了候选位置及相关轨迹筛选模型；3.2.3 节介绍了深度轨迹编码模型，

并重点介绍了全新的时间间隔感知的循环神经网络单元 tGRU。3.2.4 介绍了缺失

位置估计方法和 TrajCom 的参数优化算法。3.3 节通过真实数据集上的实验验证

了 TrajCom 的有效性。3.4 节对本章进行了小结。 

3.1  引言 

轨迹数据在许多数据驱动任务如自动驾驶、机器人中有着广泛的应用。然而

轨迹应用中存在的一个重要问题是轨迹数据的缺失和不确定。这个问题的原因在

于原始轨迹数据的采集过程往往是稀疏和不完整的。比如，出租车轨迹数据的采

集需要通过基站收集 GPS 的定时播报，这种收集方式中信号不稳定可能会造成

轨迹位置的缺失；在社交网络中用户通过定点打卡的方式上报所处的位置，这种

方式得到相邻记录间的时间间隔往往是数小时，使得轨迹数据非常稀疏。为了解

决这种由不稳定信号或采集模式导致的目标位置缺失、不确定的问题，轨迹补全

成为了近几年来轨迹数据挖掘的研究热点。轨迹补全的目标在于推测某条特定轨

迹，在特定时刻缺失的轨迹位置。具体来说，如图 3.1 所示，给定了目标𝑢的一

条特定轨迹𝑇和一个特定时间点𝑡∗，轨迹补全目标是估计𝑢在时刻𝑡∗最可能所处的

位置。 
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图 3. 1 轨迹补全问题示意图 

Figure 3.1 Illustration of trajectory completion problem 

现有的轨迹补全方法可以分为两类：基于单体目标的补全方法和基于集体移

动模式的补全方法。基于单体目标轨迹的补全方法只考虑单条目标轨迹轨迹，通

过运动学假设建模轨迹的移动规律从而推断目标缺失位置。这类方法通过线性插

值或者运动学插值可以补全轨迹，但此类方法仅适用于时间间隔较短的稠密轨

迹。在稀疏轨迹数据中，这类方法往往是无效的。其原因在于稀疏轨迹静默时间

间隔较长，使得上述方法中的运动学假设失效。基于集体移动模式的补全方法利

用序列模型（如隐马尔科夫模型或者 RNN 模型）来描述目标的移动规律。补全

过程分为训练和推断两步。在训练时，将轨迹作为输入，学习目标的移动规律；

推断时，基于训练好的移动模型，对目标轨迹进行补全。这类方法假设所有的记

录在时间维度上都是均匀的，即所有的连续记录点之间的时间间隔是相等的。然

而，由于轨迹的异频采样性，这样的假设在实际应用中很难成立。因此，该类方

法无法建模稀疏轨迹中时间间隔的变化情况，不能补全给定时刻的缺失位置。 

研究轨迹数据的补全需要重点解决如何在时间、空间等约束条件下，合理利

用历史轨迹数据库中与待补全轨迹相关的轨迹集合来对轨迹缺失部分进行补全。

该问题涉及三个方面：第一，如何合理地从海量历史轨迹数据库中筛选出候选位

置和相关轨迹集合；第二，如何自动地从相关候选轨迹中抽取有效特征来进行轨

迹补全，该特征抽取过程不仅需要考虑轨迹的时空序列性，还要考虑不同记录之

间时间间隔的不一致性；第三，如何利用抽取到的特征来估计稀疏轨迹中的缺失

位置。 

针对现有方法存在的问题，本文提出了一种上下文信息感知的轨迹补全方法

 ��t⇤
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TrajCom。该方法属于基于集体移动模式补全方法的一种，采用筛选-编码的框架

补全轨迹。该方法分为三个步骤。 

首先，候选位置及相关轨迹筛选。TrajCom 采用了基于上下文指导的神经过

滤策略(context-guided neural filtering)筛选候选位置和相关轨迹。上下文信息是缺

失轨迹在给定时刻前后记录的位置、时间以及目标偏好信息。利用上述信息，

TrajCom 从历史轨迹数据库中过滤并筛选了一系列的候选位置和相关轨迹，筛选

过程与缺失轨迹密切相关。然后利用这些相关轨迹的移动模式补全缺失轨迹在给

定时刻的位置。该过程可以发现历史轨迹中与给定时刻上下文信息相似的轨迹。

这些轨迹可以缓解数据稀疏问题，有利于目标轨迹的补全。 

其次，上下文感知的轨迹编码。基于循环神经网络，TrajCom 将目标轨迹和

相关轨迹中的记录编码为表示向量。本文提出了一个时间间隔感知的循环神经网

络单元 tGRU 用于轨迹编码。该单元可以捕捉轨迹记录的时间间隔信息，从而学

习到与缺失轨迹给定时刻上下文信息相关的移动规律。另外，基于 tGRU 的编码

器采用双向 RNN 进行编码，编码过程融合了位置信息、时间段信息和目标偏好

等多种影响因素。这样轨迹中每一条记录的编码都蕴含整条轨迹的信息。 

最后，基于轨迹记录编码，本文提出了流行度加权的注意力机制，该机制不

仅可以用于相关轨迹的加权从而提高预测的准确率，而且可以追溯补全结果的生

成过程，即 TrajCom 不仅可以获得基于哪些历史轨迹补全当前轨迹中的缺失位

置，还可以自动推断这些轨迹对最终补全结果的贡献度。TrajCom 的这种性质使

得在利用其进行补全时可以方便地与专家交互，并通过人类经验知识获得更有意

义的补全结果。 

3.2  上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法 

本节详细介绍了上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法 TrajCom。首先定义了

轨迹补全问题并概述了 TrajCom 的主要步骤，然后详细阐述了 TrajCom 的模型

结构和计算过程，最后介绍了 TrajCom 的参数优化的方法。 

3.2.1  问题定义及方法概述 

本章首先定义了稀疏轨迹补全问题，然后简要介绍了本文提出的上下文信息
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感知的稀疏轨迹补全方法 TrajCom。 

3.2.1.1  问题定义 

表 3. 1 符号及其含义解释 

Figure 3.1 Explaination of parameters of models 

符号 含义解释 

𝑢 某目标 u 

𝒯: 目标 u 的轨迹集合 

𝒯 整体轨迹集合 

𝑇;< 目标u的某条轨迹a 

𝑡∗ 指定待补全时刻 

𝑙∗ 待补全时刻的真实位置 

𝑙? 待补全时刻的估计位置 

L:A  关于𝑇;<和𝑡∗的候选位置集合 

T:A 关于𝑇;<和𝑡∗的相关轨迹集合 

对于 M 个目标𝑈 = {𝑢., … , 𝑢E}和 N 个地点𝐿 = {𝑙., … , 𝑙H}，每个目标𝑢都对应

一条记录序列𝑆; = [𝑟., … , 𝑟J]，其中每条记录𝑟4 = (𝑙4, 𝑡4)是一个二元组包含了位置

𝑙4 ∈ 𝐿和时间戳𝑡4。 

轨迹定义：给定目标𝑢的记录序列𝑆;以及时间间隔阈值δ > 0，目标𝑢的一段

记录𝑇; = [𝑟4, 𝑟4O.	, … , 𝑟4O2	] ∈ 𝑆;是一条轨迹，需要满足以下条件： 

 ∀𝑗, 1 < 𝑗 ≤ 𝑘: 𝑡W − 𝑡WY. ≤ 𝛿  （3.1） 

上述条件约束了轨迹中相邻记录的时间间隔不能太长。根据轨迹定义，每个

目标𝑢的记录序列可以被分割并构建轨迹集合𝒯; = {𝑇;., 𝑇;0, … }。通过合并 M 个用

户的轨迹集合可以得到整体轨迹集合𝒯。给定目标𝑢的一条轨迹𝑇;< ∈ 𝒯;和时间点

t∗ ∈ (𝑡4, 𝑡4O2	)，轨迹补全是估计𝑢在𝑡∗时刻的位置，即： 

 𝑙? = arg𝑚𝑎𝑥𝑃(𝑙|𝑇;<, 𝑡∗, 𝒯) （3.2） 

其中𝑡4和𝑡4O2是轨迹𝑇;<的起始和终止时间。 

3.2.1.2  方法概述 
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如图 3.1 所示，轨迹补全的目的是估计目标𝑢在时刻𝑡∗所处的位置。利用

TrajCom 进行轨迹补全需要解决三个子问题：第一，如何合理地从海量轨迹数据

库中筛选候选位置和相关轨迹；第二，如何自动地从相关轨迹中抽取与轨迹补全

相关的有效特征；第三，如何利用抽取出的特征估计缺失位置。 

 

图 3. 2 TrajCom 示意图 

Figure 3. 2 Architecture of TrajCom 

为了解决上述三个问题，本文基于神经网络过滤-编码框架提出了 TrajCom。

如图 3.2 所示，该方法分为三个步骤： 

l 第一步，TrajCom 利用上下文指导的协同过滤(context-guided neural filtering)

建模目标移动的时空约束和目标倾向性约束，筛选候选位置和相关轨迹。 

l 第二步，由于特征抽取过程不仅需要考虑轨迹的时空序列性，也要考虑相

邻记录时间间隔的不一致性，因此本文提出了时间间隔感知的编码模型。

该模型将目标轨迹和相关轨迹的每一条记录映射到向量空间中。编码模型

以 RNN 为基础，提出时间感知的循环神经网络单元 tGRU，该单元可以显

式地建模时间间隔信息。 

l 第三步，根据第二步得到的轨迹记录表示向量，本文提出了一个流行度加

权的注意力机制，该机制不仅可以对表示向量进行加权，更好地提高预测

的准确率，而且可以追溯 TrajCom 利用哪些轨迹生成补全结果，进一步解

释轨迹数据缺失的原因。 

以上三个步骤共同构成了一个端到端的轨迹补全方法。候选位置和相关轨迹

筛选模块，可以有效地筛选出与目标相关的候选位置和相关轨迹序列。结合第二

步和第三步中的轨迹编码和位置估计方法，使得 TrajCom 适用于补全稀疏轨迹。 

�� ��	�	� �	�

rA = (l̃, t⇤)
<latexit sha1_base64="QYTj6HvhFK9FEJrz4U8JqVbGpvw=">AAAB/nicbVBNS8NAEN34WetXVPDiZbEKVaQkIqgHoeLFYwVjC20Mm822Xbr5YHcilNiDf8WLBxWv/g5v/hu3bQ7a+mDg8d4MM/P8RHAFlvVtzMzOzS8sFpaKyyura+vmxuadilNJmUNjEcuGTxQTPGIOcBCskUhGQl+wut+7Gvr1ByYVj6Nb6CfMDUkn4m1OCWjJM7eld4kvcLkFXAQsE4MjDPeHB55ZsirWCHia2DkpoRw1z/xqBTFNQxYBFUSppm0l4GZEAqeCDYqtVLGE0B7psKamEQmZcrPR/QO8r5UAt2OpKwI8Un9PZCRUqh/6ujMk0FWT3lD8z2um0D5zMx4lKbCIjhe1U4EhxsMwcMAloyD6mhAqub4V0y6RhIKOrKhDsCdfnibOceW8Yt2clKp7eRoFtIN2URnZ6BRV0TWqIQdR9Iie0St6M56MF+Pd+Bi3zhj5zBb6A+PzB+zJlDY=</latexit><latexit sha1_base64="QYTj6HvhFK9FEJrz4U8JqVbGpvw=">AAAB/nicbVBNS8NAEN34WetXVPDiZbEKVaQkIqgHoeLFYwVjC20Mm822Xbr5YHcilNiDf8WLBxWv/g5v/hu3bQ7a+mDg8d4MM/P8RHAFlvVtzMzOzS8sFpaKyyura+vmxuadilNJmUNjEcuGTxQTPGIOcBCskUhGQl+wut+7Gvr1ByYVj6Nb6CfMDUkn4m1OCWjJM7eld4kvcLkFXAQsE4MjDPeHB55ZsirWCHia2DkpoRw1z/xqBTFNQxYBFUSppm0l4GZEAqeCDYqtVLGE0B7psKamEQmZcrPR/QO8r5UAt2OpKwI8Un9PZCRUqh/6ujMk0FWT3lD8z2um0D5zMx4lKbCIjhe1U4EhxsMwcMAloyD6mhAqub4V0y6RhIKOrKhDsCdfnibOceW8Yt2clKp7eRoFtIN2URnZ6BRV0TWqIQdR9Iie0St6M56MF+Pd+Bi3zhj5zBb6A+PzB+zJlDY=</latexit><latexit sha1_base64="QYTj6HvhFK9FEJrz4U8JqVbGpvw=">AAAB/nicbVBNS8NAEN34WetXVPDiZbEKVaQkIqgHoeLFYwVjC20Mm822Xbr5YHcilNiDf8WLBxWv/g5v/hu3bQ7a+mDg8d4MM/P8RHAFlvVtzMzOzS8sFpaKyyura+vmxuadilNJmUNjEcuGTxQTPGIOcBCskUhGQl+wut+7Gvr1ByYVj6Nb6CfMDUkn4m1OCWjJM7eld4kvcLkFXAQsE4MjDPeHB55ZsirWCHia2DkpoRw1z/xqBTFNQxYBFUSppm0l4GZEAqeCDYqtVLGE0B7psKamEQmZcrPR/QO8r5UAt2OpKwI8Un9PZCRUqh/6ujMk0FWT3lD8z2um0D5zMx4lKbCIjhe1U4EhxsMwcMAloyD6mhAqub4V0y6RhIKOrKhDsCdfnibOceW8Yt2clKp7eRoFtIN2URnZ6BRV0TWqIQdR9Iie0St6M56MF+Pd+Bi3zhj5zBb6A+PzB+zJlDY=</latexit>

ri
<latexit sha1_base64="8zbL7ge8tXKGrsHsU+4YdJhYhKY=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdqx7vVWtu3Z2BLBOvIDUo0OxVv7r9hGUxSsME1brjuakJcqoMZwInlW6mMaVsRAfYsVTSGHWQz06dkFOr9EmUKFvSkJn6eyKnsdbjOLSdMTVDvehNxf+8TmaiqyDnMs0MSjZfFGWCmIRM/yZ9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HQqNgRv8eVl4p/Xr+vu3UWtcVKkUYYjOIYz8OASGnALTfCBwQCe4RXeHOG8OO/Ox7y15BQzh/AHzucPu6eNhw==</latexit><latexit sha1_base64="8zbL7ge8tXKGrsHsU+4YdJhYhKY=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdqx7vVWtu3Z2BLBOvIDUo0OxVv7r9hGUxSsME1brjuakJcqoMZwInlW6mMaVsRAfYsVTSGHWQz06dkFOr9EmUKFvSkJn6eyKnsdbjOLSdMTVDvehNxf+8TmaiqyDnMs0MSjZfFGWCmIRM/yZ9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HQqNgRv8eVl4p/Xr+vu3UWtcVKkUYYjOIYz8OASGnALTfCBwQCe4RXeHOG8OO/Ox7y15BQzh/AHzucPu6eNhw==</latexit><latexit sha1_base64="8zbL7ge8tXKGrsHsU+4YdJhYhKY=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdqx7vVWtu3Z2BLBOvIDUo0OxVv7r9hGUxSsME1brjuakJcqoMZwInlW6mMaVsRAfYsVTSGHWQz06dkFOr9EmUKFvSkJn6eyKnsdbjOLSdMTVDvehNxf+8TmaiqyDnMs0MSjZfFGWCmIRM/yZ9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HQqNgRv8eVl4p/Xr+vu3UWtcVKkUYYjOIYz8OASGnALTfCBwQCe4RXeHOG8OO/Ox7y15BQzh/AHzucPu6eNhw==</latexit>

rj
<latexit sha1_base64="6aJKMNxjHquV8UGexGu2ArF0nSk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWNFYwttKJvtpl272YTdiVBCf4IXDype/Ufe/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqRQGXffbWVpeWV1bL22UN7e2d3Yre/sPJsk04z5LZKJbITVcCsV9FCh5K9WcxqHkzXB4PfGbT1wbkah7HKU8iGlfiUgwila6093HbqXq1twpyCLxClKFAo1u5avTS1gWc4VMUmPanptikFONgkk+Lncyw1PKhrTP25YqGnMT5NNTx+TEKj0SJdqWQjJVf0/kNDZmFIe2M6Y4MPPeRPzPa2cYXQa5UGmGXLHZoiiTBBMy+Zv0hOYM5cgSyrSwtxI2oJoytOmUbQje/MuLxD+rXdXc2/Nq/bhIowSHcASn4MEF1OEGGuADgz48wyu8OdJ5cd6dj1nrklPMHMAfOJ8/vSqNiA==</latexit><latexit sha1_base64="6aJKMNxjHquV8UGexGu2ArF0nSk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWNFYwttKJvtpl272YTdiVBCf4IXDype/Ufe/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqRQGXffbWVpeWV1bL22UN7e2d3Yre/sPJsk04z5LZKJbITVcCsV9FCh5K9WcxqHkzXB4PfGbT1wbkah7HKU8iGlfiUgwila6093HbqXq1twpyCLxClKFAo1u5avTS1gWc4VMUmPanptikFONgkk+Lncyw1PKhrTP25YqGnMT5NNTx+TEKj0SJdqWQjJVf0/kNDZmFIe2M6Y4MPPeRPzPa2cYXQa5UGmGXLHZoiiTBBMy+Zv0hOYM5cgSyrSwtxI2oJoytOmUbQje/MuLxD+rXdXc2/Nq/bhIowSHcASn4MEF1OEGGuADgz48wyu8OdJ5cd6dj1nrklPMHMAfOJ8/vSqNiA==</latexit><latexit sha1_base64="6aJKMNxjHquV8UGexGu2ArF0nSk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWNFYwttKJvtpl272YTdiVBCf4IXDype/Ufe/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqRQGXffbWVpeWV1bL22UN7e2d3Yre/sPJsk04z5LZKJbITVcCsV9FCh5K9WcxqHkzXB4PfGbT1wbkah7HKU8iGlfiUgwila6093HbqXq1twpyCLxClKFAo1u5avTS1gWc4VMUmPanptikFONgkk+Lncyw1PKhrTP25YqGnMT5NNTx+TEKj0SJdqWQjJVf0/kNDZmFIe2M6Y4MPPeRPzPa2cYXQa5UGmGXLHZoiiTBBMy+Zv0hOYM5cgSyrSwtxI2oJoytOmUbQje/MuLxD+rXdXc2/Nq/bhIowSHcASn4MEF1OEGGuADgz48wyu8OdJ5cd6dj1nrklPMHMAfOJ8/vSqNiA==</latexit>

T a
u

<latexit sha1_base64="oL89jD/IWi+wwcfcMpJp+Z8qutQ=">AAAB63icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWOFxhbaWDbbTbt0swm7E6GE/gYvHlS8+oe8+W/ctjlo64OBx3szzMwLUykMuu63s7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg4fTJJpxn2WyES3Q2q4FIr7KFDydqo5jUPJW+Hoduq3nrg2IlFNHKc8iOlAiUgwilbym73skfYqVbfmzkCWiVeQKhRo9Cpf3X7CspgrZJIa0/HcFIOcahRM8km5mxmeUjaiA96xVNGYmyCfHTshZ1bpkyjRthSSmfp7IqexMeM4tJ0xxaFZ9Kbif14nw+g6yIVKM+SKzRdFmSSYkOnnpC80ZyjHllCmhb2VsCHVlKHNp2xD8BZfXib+Re2m5t5fVuunRRolOIYTOAcPrqAOd9AAHxgIeIZXeHOU8+K8Ox/z1hWnmDmCP3A+fwANjo5I</latexit><latexit sha1_base64="oL89jD/IWi+wwcfcMpJp+Z8qutQ=">AAAB63icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWOFxhbaWDbbTbt0swm7E6GE/gYvHlS8+oe8+W/ctjlo64OBx3szzMwLUykMuu63s7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg4fTJJpxn2WyES3Q2q4FIr7KFDydqo5jUPJW+Hoduq3nrg2IlFNHKc8iOlAiUgwilbym73skfYqVbfmzkCWiVeQKhRo9Cpf3X7CspgrZJIa0/HcFIOcahRM8km5mxmeUjaiA96xVNGYmyCfHTshZ1bpkyjRthSSmfp7IqexMeM4tJ0xxaFZ9Kbif14nw+g6yIVKM+SKzRdFmSSYkOnnpC80ZyjHllCmhb2VsCHVlKHNp2xD8BZfXib+Re2m5t5fVuunRRolOIYTOAcPrqAOd9AAHxgIeIZXeHOU8+K8Ox/z1hWnmDmCP3A+fwANjo5I</latexit><latexit sha1_base64="oL89jD/IWi+wwcfcMpJp+Z8qutQ=">AAAB63icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWOFxhbaWDbbTbt0swm7E6GE/gYvHlS8+oe8+W/ctjlo64OBx3szzMwLUykMuu63s7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg4fTJJpxn2WyES3Q2q4FIr7KFDydqo5jUPJW+Hoduq3nrg2IlFNHKc8iOlAiUgwilbym73skfYqVbfmzkCWiVeQKhRo9Cpf3X7CspgrZJIa0/HcFIOcahRM8km5mxmeUjaiA96xVNGYmyCfHTshZ1bpkyjRthSSmfp7IqexMeM4tJ0xxaFZ9Kbif14nw+g6yIVKM+SKzRdFmSSYkOnnpC80ZyjHllCmhb2VsCHVlKHNp2xD8BZfXib+Re2m5t5fVuunRRolOIYTOAcPrqAOd9AAHxgIeIZXeHOU8+K8Ox/z1hWnmDmCP3A+fwANjo5I</latexit>

Neural Collaborate Filtering

La
u

<latexit sha1_base64="B4Pdy8tAwI8Hjk8tDX6Q7AQRLWs=">AAACBXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2KUJyCp9GJoN4GXjx4mGDdYK0lzdItLE1Kkgoj9OTFr+LFg4pXv4M3v43p1oNuPgg83vs98vu9KKVEKtf9tioLi0vLK9XV2tr6xuaWvb1zJ3kmEPYQp1x0IygxJQx7iiiKu6nAMIko7kSjy8LvPGAhCWe3apziIIEDRmKCoDJSaO/73NhFWvsJVMMo1td5qLP8XsM8D+2623AncOZJsyR1UKId2l9+n6MswUwhCqXsNd1UBRoKRRDFec3PJE4hGsEB7hnKYIJloCdn5M6RUfpOzIV5TDkT9XdCw0TKcRKZyWJVOesV4n9eL1PxeaAJSzOFGZp+FGfUUdwpOnH6RGCk6NgQiAQxuzpoCAVEyjRXMyU0Z0+eJ95J46Lh3pzWW4dlG1WwBw7AMWiCM9ACV6ANPIDAI3gGr+DNerJerHfrYzpascrMLvgD6/MHXheZzw==</latexit><latexit sha1_base64="B4Pdy8tAwI8Hjk8tDX6Q7AQRLWs=">AAACBXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2KUJyCp9GJoN4GXjx4mGDdYK0lzdItLE1Kkgoj9OTFr+LFg4pXv4M3v43p1oNuPgg83vs98vu9KKVEKtf9tioLi0vLK9XV2tr6xuaWvb1zJ3kmEPYQp1x0IygxJQx7iiiKu6nAMIko7kSjy8LvPGAhCWe3apziIIEDRmKCoDJSaO/73NhFWvsJVMMo1td5qLP8XsM8D+2623AncOZJsyR1UKId2l9+n6MswUwhCqXsNd1UBRoKRRDFec3PJE4hGsEB7hnKYIJloCdn5M6RUfpOzIV5TDkT9XdCw0TKcRKZyWJVOesV4n9eL1PxeaAJSzOFGZp+FGfUUdwpOnH6RGCk6NgQiAQxuzpoCAVEyjRXMyU0Z0+eJ95J46Lh3pzWW4dlG1WwBw7AMWiCM9ACV6ANPIDAI3gGr+DNerJerHfrYzpascrMLvgD6/MHXheZzw==</latexit><latexit sha1_base64="B4Pdy8tAwI8Hjk8tDX6Q7AQRLWs=">AAACBXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2KUJyCp9GJoN4GXjx4mGDdYK0lzdItLE1Kkgoj9OTFr+LFg4pXv4M3v43p1oNuPgg83vs98vu9KKVEKtf9tioLi0vLK9XV2tr6xuaWvb1zJ3kmEPYQp1x0IygxJQx7iiiKu6nAMIko7kSjy8LvPGAhCWe3apziIIEDRmKCoDJSaO/73NhFWvsJVMMo1td5qLP8XsM8D+2623AncOZJsyR1UKId2l9+n6MswUwhCqXsNd1UBRoKRRDFec3PJE4hGsEB7hnKYIJloCdn5M6RUfpOzIV5TDkT9XdCw0TKcRKZyWJVOesV4n9eL1PxeaAJSzOFGZp+FGfUUdwpOnH6RGCk6NgQiAQxuzpoCAVEyjRXMyU0Z0+eJ95J46Lh3pzWW4dlG1WwBw7AMWiCM9ACV6ANPIDAI3gGr+DNerJerHfrYzpascrMLvgD6/MHXheZzw==</latexit>

La
u

<latexit sha1_base64="VbuKyceAKvcv3Q4UX6jef24Jqn8=">AAAB/HicbVC7TsMwFHXKq5RXeGwsFgWJqUoQErBVYmFgKBKhldoQOa7TWnWcyHaQihXxKywMgFj5EDb+BqfNAC1HsnR0zr26xydMGZXKcb6tysLi0vJKdbW2tr6xuWVv79zJJBOYeDhhieiESBJGOfEUVYx0UkFQHDLSDkeXhd9+IELShN+qcUr8GA04jShGykiBvad7MVLDMNLXeaCz/F6jPA/sutNwJoDzxC1JHZRoBfZXr5/gLCZcYYak7LpOqnyNhKKYkbzWyyRJER6hAekaylFMpK8n6XN4ZJQ+jBJhHldwov7e0CiWchyHZrKIKme9QvzP62YqOvc15WmmCMfTQ1HGoEpgUQXsU0GwYmNDEBbUZIV4iATCyhRWMyW4s1+eJ95J46Lh3JzWm4dlG1WwDw7AMXDBGWiCK9ACHsDgETyDV/BmPVkv1rv1MR2tWOXOLvgD6/MHCcyVtQ==</latexit><latexit sha1_base64="VbuKyceAKvcv3Q4UX6jef24Jqn8=">AAAB/HicbVC7TsMwFHXKq5RXeGwsFgWJqUoQErBVYmFgKBKhldoQOa7TWnWcyHaQihXxKywMgFj5EDb+BqfNAC1HsnR0zr26xydMGZXKcb6tysLi0vJKdbW2tr6xuWVv79zJJBOYeDhhieiESBJGOfEUVYx0UkFQHDLSDkeXhd9+IELShN+qcUr8GA04jShGykiBvad7MVLDMNLXeaCz/F6jPA/sutNwJoDzxC1JHZRoBfZXr5/gLCZcYYak7LpOqnyNhKKYkbzWyyRJER6hAekaylFMpK8n6XN4ZJQ+jBJhHldwov7e0CiWchyHZrKIKme9QvzP62YqOvc15WmmCMfTQ1HGoEpgUQXsU0GwYmNDEBbUZIV4iATCyhRWMyW4s1+eJ95J46Lh3JzWm4dlG1WwDw7AMXDBGWiCK9ACHsDgETyDV/BmPVkv1rv1MR2tWOXOLvgD6/MHCcyVtQ==</latexit><latexit sha1_base64="VbuKyceAKvcv3Q4UX6jef24Jqn8=">AAAB/HicbVC7TsMwFHXKq5RXeGwsFgWJqUoQErBVYmFgKBKhldoQOa7TWnWcyHaQihXxKywMgFj5EDb+BqfNAC1HsnR0zr26xydMGZXKcb6tysLi0vJKdbW2tr6xuWVv79zJJBOYeDhhieiESBJGOfEUVYx0UkFQHDLSDkeXhd9+IELShN+qcUr8GA04jShGykiBvad7MVLDMNLXeaCz/F6jPA/sutNwJoDzxC1JHZRoBfZXr5/gLCZcYYak7LpOqnyNhKKYkbzWyyRJER6hAekaylFMpK8n6XN4ZJQ+jBJhHldwov7e0CiWchyHZrKIKme9QvzP62YqOvc15WmmCMfTQ1HGoEpgUQXsU0GwYmNDEBbUZIV4iATCyhRWMyW4s1+eJ95J46Lh3JzWm4dlG1WwDw7AMXDBGWiCK9ACHsDgETyDV/BmPVkv1rv1MR2tWOXOLvgD6/MHCcyVtQ==</latexit>

Ta
u

<latexit sha1_base64="/7v8S9V+aO878o8oySdrVHL5onk=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GayCq5KIoO4KblxWaGyhjWEynbRDJ5MwMxHqEPwVNy5U3Poh7vwbJ20W2npg4HDOvdwzJ0wZlcpxvq3K0vLK6lp1vbaxubW9Y+/u3ckkE5h4OGGJ6IZIEkY58RRVjHRTQVAcMtIJx9eF33kgQtKEt9UkJX6MhpxGFCNlpMA+0P0YqVEY6XYe6Cy/1yjPA7vuNJwp4CJxS1IHJVqB/dUfJDiLCVeYISl7rpMqXyOhKGYkr/UzSVKEx2hIeoZyFBPp62n6HJ4YZQCjRJjHFZyqvzc0iqWcxKGZLKLKea8Q//N6mYoufU15minC8exQlDGoElhUAQdUEKzYxBCEBTVZIR4hgbAyhdVMCe78lxeJd9a4aji35/XmcdlGFRyCI3AKXHABmuAGtIAHMHgEz+AVvFlP1ov1bn3MRitWubMP/sD6/AEWNJW9</latexit><latexit sha1_base64="/7v8S9V+aO878o8oySdrVHL5onk=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GayCq5KIoO4KblxWaGyhjWEynbRDJ5MwMxHqEPwVNy5U3Poh7vwbJ20W2npg4HDOvdwzJ0wZlcpxvq3K0vLK6lp1vbaxubW9Y+/u3ckkE5h4OGGJ6IZIEkY58RRVjHRTQVAcMtIJx9eF33kgQtKEt9UkJX6MhpxGFCNlpMA+0P0YqVEY6XYe6Cy/1yjPA7vuNJwp4CJxS1IHJVqB/dUfJDiLCVeYISl7rpMqXyOhKGYkr/UzSVKEx2hIeoZyFBPp62n6HJ4YZQCjRJjHFZyqvzc0iqWcxKGZLKLKea8Q//N6mYoufU15minC8exQlDGoElhUAQdUEKzYxBCEBTVZIR4hgbAyhdVMCe78lxeJd9a4aji35/XmcdlGFRyCI3AKXHABmuAGtIAHMHgEz+AVvFlP1ov1bn3MRitWubMP/sD6/AEWNJW9</latexit><latexit sha1_base64="/7v8S9V+aO878o8oySdrVHL5onk=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GayCq5KIoO4KblxWaGyhjWEynbRDJ5MwMxHqEPwVNy5U3Poh7vwbJ20W2npg4HDOvdwzJ0wZlcpxvq3K0vLK6lp1vbaxubW9Y+/u3ckkE5h4OGGJ6IZIEkY58RRVjHRTQVAcMtIJx9eF33kgQtKEt9UkJX6MhpxGFCNlpMA+0P0YqVEY6XYe6Cy/1yjPA7vuNJwp4CJxS1IHJVqB/dUfJDiLCVeYISl7rpMqXyOhKGYkr/UzSVKEx2hIeoZyFBPp62n6HJ4YZQCjRJjHFZyqvzc0iqWcxKGZLKLKea8Q//N6mYoufU15minC8exQlDGoElhUAQdUEKzYxBCEBTVZIR4hgbAyhdVMCe78lxeJd9a4aji35/XmcdlGFRyCI3AKXHABmuAGtIAHMHgEz+AVvFlP1ov1bn3MRitWubMP/sD6/AEWNJW9</latexit>

Ta
u

<latexit sha1_base64="NvgfpI4NhzLAIZ0sIZRDBmnWEws=">AAACBXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2KEJyCp9GJoN4GXjxOWN1grSXN0i0sTUuSCiP05MWv4sWDile/gze/jenWg24+CDze+z3y+70wZVQqx/m2KkvLK6tr1fXaxubW9o69u3cnk0xg4uKEJaIXIkkY5cRVVDHSSwVBcchINxxfF373gQhJE95Rk5T4MRpyGlGMlJEC+9BLjF2ktRcjNQoj3ckDneX3GuV5YNedhjMFXCTNktRBiXZgf3mDBGcx4QozJGW/6aTK10goihnJa14mSYrwGA1J31COYiJ9PT0jhydGGcAoEeZxBafq74RGsZSTODSTxapy3ivE/7x+pqJLX1OeZopwPPsoyhhUCSw6gQMqCFZsYgjCgppdIR4hgbAyzdVMCc35kxeJe9a4aji35/XWcdlGFRyAI3AKmuACtMANaAMXYPAInsEreLOerBfr3fqYjVasMrMP/sD6/AFqf5nX</latexit><latexit sha1_base64="NvgfpI4NhzLAIZ0sIZRDBmnWEws=">AAACBXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2KEJyCp9GJoN4GXjxOWN1grSXN0i0sTUuSCiP05MWv4sWDile/gze/jenWg24+CDze+z3y+70wZVQqx/m2KkvLK6tr1fXaxubW9o69u3cnk0xg4uKEJaIXIkkY5cRVVDHSSwVBcchINxxfF373gQhJE95Rk5T4MRpyGlGMlJEC+9BLjF2ktRcjNQoj3ckDneX3GuV5YNedhjMFXCTNktRBiXZgf3mDBGcx4QozJGW/6aTK10goihnJa14mSYrwGA1J31COYiJ9PT0jhydGGcAoEeZxBafq74RGsZSTODSTxapy3ivE/7x+pqJLX1OeZopwPPsoyhhUCSw6gQMqCFZsYgjCgppdIR4hgbAyzdVMCc35kxeJe9a4aji35/XWcdlGFRyAI3AKmuACtMANaAMXYPAInsEreLOerBfr3fqYjVasMrMP/sD6/AFqf5nX</latexit><latexit sha1_base64="NvgfpI4NhzLAIZ0sIZRDBmnWEws=">AAACBXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2KEJyCp9GJoN4GXjxOWN1grSXN0i0sTUuSCiP05MWv4sWDile/gze/jenWg24+CDze+z3y+70wZVQqx/m2KkvLK6tr1fXaxubW9o69u3cnk0xg4uKEJaIXIkkY5cRVVDHSSwVBcchINxxfF373gQhJE95Rk5T4MRpyGlGMlJEC+9BLjF2ktRcjNQoj3ckDneX3GuV5YNedhjMFXCTNktRBiXZgf3mDBGcx4QozJGW/6aTK10goihnJa14mSYrwGA1J31COYiJ9PT0jhydGGcAoEeZxBafq74RGsZSTODSTxapy3ivE/7x+pqJLX1OeZopwPPsoyhhUCSw6gQMqCFZsYgjCgppdIR4hgbAyzdVMCc35kxeJe9a4aji35/XWcdlGFRyAI3AKmuACtMANaAMXYPAInsEreLOerBfr3fqYjVasMrMP/sD6/AFqf5nX</latexit> ᳵᳵᵍఽᎣጱᦕ୯ᖫᎱ

ၞᤈଶےጱဳێګ

Estimated Location l̂
<latexit sha1_base64="SIJHb+4e092LHP5z2Fetp7LSzdk="></latexit><latexit sha1_base64="SIJHb+4e092LHP5z2Fetp7LSzdk="></latexit><latexit sha1_base64="SIJHb+4e092LHP5z2Fetp7LSzdk="></latexit>
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P Candidate Locations
<latexit sha1_base64="wik18YJ7yD2ssTCBe+BjBm2KEL4=">AAACEnicbVC7SgNBFJ31GeMramkzGAWxCBsR1E6wsbCIYIyQDWF29q4ZMjuzzNwVw5J/sPFXbCxUbK3s/Bsnj0ITDwwczjmXO/eEqRQWff/bm5mdm19YLCwVl1dW19ZLG5s3VmeGQ51rqc1tyCxIoaCOAiXcpgZYEkpohN3zgd+4B2OFVtfYS6GVsDslYsEZOqldOgi0swfTtEYDGiA8YBjn50xFImII9FKPorbfLpX9ij8EnSbVMSmTMWrt0lcQaZ4loJBLZm2z6qfYyplBwSX0i0FmIWW8y+6g6ahiCdhWPrypT/ecEtFYG/cU0qH6eyJnibW9JHTJhGHHTnoD8T+vmWF80sqFSjMExUeL4kxS1HRQEI2EAY6y5wjjRri/Ut5hhnF0NRZdCdXJk6dJ/bByWvGvjspnu+M2CmSb7JB9UiXH5IxckBqpE04eyTN5JW/ek/fivXsfo+iMN57ZIn/gff4AYjid+g==</latexit><latexit sha1_base64="wik18YJ7yD2ssTCBe+BjBm2KEL4=">AAACEnicbVC7SgNBFJ31GeMramkzGAWxCBsR1E6wsbCIYIyQDWF29q4ZMjuzzNwVw5J/sPFXbCxUbK3s/Bsnj0ITDwwczjmXO/eEqRQWff/bm5mdm19YLCwVl1dW19ZLG5s3VmeGQ51rqc1tyCxIoaCOAiXcpgZYEkpohN3zgd+4B2OFVtfYS6GVsDslYsEZOqldOgi0swfTtEYDGiA8YBjn50xFImII9FKPorbfLpX9ij8EnSbVMSmTMWrt0lcQaZ4loJBLZm2z6qfYyplBwSX0i0FmIWW8y+6g6ahiCdhWPrypT/ecEtFYG/cU0qH6eyJnibW9JHTJhGHHTnoD8T+vmWF80sqFSjMExUeL4kxS1HRQEI2EAY6y5wjjRri/Ut5hhnF0NRZdCdXJk6dJ/bByWvGvjspnu+M2CmSb7JB9UiXH5IxckBqpE04eyTN5JW/ek/fivXsfo+iMN57ZIn/gff4AYjid+g==</latexit><latexit sha1_base64="wik18YJ7yD2ssTCBe+BjBm2KEL4=">AAACEnicbVC7SgNBFJ31GeMramkzGAWxCBsR1E6wsbCIYIyQDWF29q4ZMjuzzNwVw5J/sPFXbCxUbK3s/Bsnj0ITDwwczjmXO/eEqRQWff/bm5mdm19YLCwVl1dW19ZLG5s3VmeGQ51rqc1tyCxIoaCOAiXcpgZYEkpohN3zgd+4B2OFVtfYS6GVsDslYsEZOqldOgi0swfTtEYDGiA8YBjn50xFImII9FKPorbfLpX9ij8EnSbVMSmTMWrt0lcQaZ4loJBLZm2z6qfYyplBwSX0i0FmIWW8y+6g6ahiCdhWPrypT/ecEtFYG/cU0qH6eyJnibW9JHTJhGHHTnoD8T+vmWF80sqFSjMExUeL4kxS1HRQEI2EAY6y5wjjRri/Ut5hhnF0NRZdCdXJk6dJ/bByWvGvjspnu+M2CmSb7JB9UiXH5IxckBqpE04eyTN5JW/ek/fivXsfo+iMN57ZIn/gff4AYjid+g==</latexit>

P Candidate Locations
<latexit sha1_base64="h67TQmSqkAyeu6RzRs2raLDF+nY=">AAACCHicbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwShYhY0IahdIY2ERwTWBJITZ2bvJkNnZZeauGJa0Nv6KjYWKrZ9g5984eRSaeGDgcM653LnHT6Qw6LrfTm5peWV1Lb9e2Njc2t4p7u7dmTjVHDwey1g3fWZACgUeCpTQTDSwyJfQ8Ae1sd+4B21ErG5xmEAnYj0lQsEZWqlbpHXapm2EB/TDrMZUIAKGQK/jacCMusWSW3YnoIukMiMlMkO9W/xqBzFPI1DIJTOmVXET7GRMo+ASRoV2aiBhfMB60LJUsQhMJ5tcMqLHVgloGGv7FNKJ+nsiY5Exw8i3yYhh38x7Y/E/r5VieNHJhEpSBMWni8JUUozpuBYaCA0c5dASxrWwf6W8zzTjaMsr2BIq8ycvEu+0fFl2b85K1aNZG3lyQA7JCamQc1IlV6ROPMLJI3kmr+TNeXJenHfnYxrNObOZffIHzucPgpSZtg==</latexit><latexit sha1_base64="h67TQmSqkAyeu6RzRs2raLDF+nY=">AAACCHicbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwShYhY0IahdIY2ERwTWBJITZ2bvJkNnZZeauGJa0Nv6KjYWKrZ9g5984eRSaeGDgcM653LnHT6Qw6LrfTm5peWV1Lb9e2Njc2t4p7u7dmTjVHDwey1g3fWZACgUeCpTQTDSwyJfQ8Ae1sd+4B21ErG5xmEAnYj0lQsEZWqlbpHXapm2EB/TDrMZUIAKGQK/jacCMusWSW3YnoIukMiMlMkO9W/xqBzFPI1DIJTOmVXET7GRMo+ASRoV2aiBhfMB60LJUsQhMJ5tcMqLHVgloGGv7FNKJ+nsiY5Exw8i3yYhh38x7Y/E/r5VieNHJhEpSBMWni8JUUozpuBYaCA0c5dASxrWwf6W8zzTjaMsr2BIq8ycvEu+0fFl2b85K1aNZG3lyQA7JCamQc1IlV6ROPMLJI3kmr+TNeXJenHfnYxrNObOZffIHzucPgpSZtg==</latexit><latexit sha1_base64="h67TQmSqkAyeu6RzRs2raLDF+nY=">AAACCHicbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwShYhY0IahdIY2ERwTWBJITZ2bvJkNnZZeauGJa0Nv6KjYWKrZ9g5984eRSaeGDgcM653LnHT6Qw6LrfTm5peWV1Lb9e2Njc2t4p7u7dmTjVHDwey1g3fWZACgUeCpTQTDSwyJfQ8Ae1sd+4B21ErG5xmEAnYj0lQsEZWqlbpHXapm2EB/TDrMZUIAKGQK/jacCMusWSW3YnoIukMiMlMkO9W/xqBzFPI1DIJTOmVXET7GRMo+ASRoV2aiBhfMB60LJUsQhMJ5tcMqLHVgloGGv7FNKJ+nsiY5Exw8i3yYhh38x7Y/E/r5VieNHJhEpSBMWni8JUUozpuBYaCA0c5dASxrWwf6W8zzTjaMsr2BIq8ycvEu+0fFl2b85K1aNZG3lyQA7JCamQc1IlV6ROPMLJI3kmr+TNeXJenHfnYxrNObOZffIHzucPgpSZtg==</latexit>

Location Popularity

Q Reference Trajectories
<latexit sha1_base64="eHUBzQXzN+Fxul7UXl/s2EDX7OY=">AAACDHicbVC7TgJBFJ31ifhatbSZCCZWZDEmakdiYwmGFRIgZHa4CyOzj8zcNZINP2Djr9hYqLH1A+z8GwfYQsGTTHJyzr25c44XS6HRcb6tpeWV1bX13EZ+c2t7Z9fe27/VUaI4uDySkWp6TIMUIbgoUEIzVsACT0LDG15N/MY9KC2isI6jGDoB64fCF5yhkbp2kdZom7YRHtDz0xvwQUHIgdYVuwOOkRKgx1274JScKegiKWekQDJUu/ZXuxfxJIAQuWRat8pOjJ2UKRRcwjjfTjTEjA9ZH1qGhiwA3Umnacb02Cg96kfKvBDpVP29kbJA61HgmcmA4UDPexPxP6+VoH/RSUUYJ2gyzg75iaQY0Uk1tCeUiSxHhjCuhPkr5QOmGEdTYN6UUJ6PvEjc09JlyamdFSrFrI0cOSRH5ISUyTmpkGtSJS7h5JE8k1fyZj1ZL9a79TEbXbKynQPyB9bnD3jEm1Q=</latexit><latexit sha1_base64="eHUBzQXzN+Fxul7UXl/s2EDX7OY=">AAACDHicbVC7TgJBFJ31ifhatbSZCCZWZDEmakdiYwmGFRIgZHa4CyOzj8zcNZINP2Djr9hYqLH1A+z8GwfYQsGTTHJyzr25c44XS6HRcb6tpeWV1bX13EZ+c2t7Z9fe27/VUaI4uDySkWp6TIMUIbgoUEIzVsACT0LDG15N/MY9KC2isI6jGDoB64fCF5yhkbp2kdZom7YRHtDz0xvwQUHIgdYVuwOOkRKgx1274JScKegiKWekQDJUu/ZXuxfxJIAQuWRat8pOjJ2UKRRcwjjfTjTEjA9ZH1qGhiwA3Umnacb02Cg96kfKvBDpVP29kbJA61HgmcmA4UDPexPxP6+VoH/RSUUYJ2gyzg75iaQY0Uk1tCeUiSxHhjCuhPkr5QOmGEdTYN6UUJ6PvEjc09JlyamdFSrFrI0cOSRH5ISUyTmpkGtSJS7h5JE8k1fyZj1ZL9a79TEbXbKynQPyB9bnD3jEm1Q=</latexit><latexit sha1_base64="eHUBzQXzN+Fxul7UXl/s2EDX7OY=">AAACDHicbVC7TgJBFJ31ifhatbSZCCZWZDEmakdiYwmGFRIgZHa4CyOzj8zcNZINP2Djr9hYqLH1A+z8GwfYQsGTTHJyzr25c44XS6HRcb6tpeWV1bX13EZ+c2t7Z9fe27/VUaI4uDySkWp6TIMUIbgoUEIzVsACT0LDG15N/MY9KC2isI6jGDoB64fCF5yhkbp2kdZom7YRHtDz0xvwQUHIgdYVuwOOkRKgx1274JScKegiKWekQDJUu/ZXuxfxJIAQuWRat8pOjJ2UKRRcwjjfTjTEjA9ZH1qGhiwA3Umnacb02Cg96kfKvBDpVP29kbJA61HgmcmA4UDPexPxP6+VoH/RSUUYJ2gyzg75iaQY0Uk1tCeUiSxHhjCuhPkr5QOmGEdTYN6UUJ6PvEjc09JlyamdFSrFrI0cOSRH5ISUyTmpkGtSJS7h5JE8k1fyZj1ZL9a79TEbXbKynQPyB9bnD3jEm1Q=</latexit>

Q Reference Trajectories
<latexit sha1_base64="G5EIDAdbYYDSnwTwErEt8jO3b6o=">AAACFnicbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwShYhY0IahewsUwkMYFsCLOTu8mY2Z1l5q4YlvyFjb9iY6FiK3b+jZNHoYkHBg7n3Mudc/xYCoOu++1klpZXVtey67mNza3tnfzu3q1RieZQ50oq3fSZASkiqKNACc1YAwt9CQ1/cDX2G/egjVBRDYcxtEPWi0QgOEMrdfJFT1l7vJ1WR9SjHsID+kF6AwFoiDjQmmZ3wFFpAWbUyRfcojsBXSSlGSmQGSqd/JfXVTwJIUIumTGtkhtjO2UaBZcwynmJgZjxAetBy9KIhWDa6STXiB5bpUsDpe2LkE7U3xspC40Zhr6dDBn2zbw3Fv/zWgkGF+1URHGCNuP0UJBIioqOS6JdoW1kObSEcS3sXynvM8042ipztoTSfORFUj8tXhbd6lmhfDRrI0sOyCE5ISVyTsrkmlRInXDySJ7JK3lznpwX5935mI5mnNnOPvkD5/MHl8agUA==</latexit><latexit sha1_base64="G5EIDAdbYYDSnwTwErEt8jO3b6o=">AAACFnicbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwShYhY0IahewsUwkMYFsCLOTu8mY2Z1l5q4YlvyFjb9iY6FiK3b+jZNHoYkHBg7n3Mudc/xYCoOu++1klpZXVtey67mNza3tnfzu3q1RieZQ50oq3fSZASkiqKNACc1YAwt9CQ1/cDX2G/egjVBRDYcxtEPWi0QgOEMrdfJFT1l7vJ1WR9SjHsID+kF6AwFoiDjQmmZ3wFFpAWbUyRfcojsBXSSlGSmQGSqd/JfXVTwJIUIumTGtkhtjO2UaBZcwynmJgZjxAetBy9KIhWDa6STXiB5bpUsDpe2LkE7U3xspC40Zhr6dDBn2zbw3Fv/zWgkGF+1URHGCNuP0UJBIioqOS6JdoW1kObSEcS3sXynvM8042ipztoTSfORFUj8tXhbd6lmhfDRrI0sOyCE5ISVyTsrkmlRInXDySJ7JK3lznpwX5935mI5mnNnOPvkD5/MHl8agUA==</latexit><latexit sha1_base64="G5EIDAdbYYDSnwTwErEt8jO3b6o=">AAACFnicbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwShYhY0IahewsUwkMYFsCLOTu8mY2Z1l5q4YlvyFjb9iY6FiK3b+jZNHoYkHBg7n3Mudc/xYCoOu++1klpZXVtey67mNza3tnfzu3q1RieZQ50oq3fSZASkiqKNACc1YAwt9CQ1/cDX2G/egjVBRDYcxtEPWi0QgOEMrdfJFT1l7vJ1WR9SjHsID+kF6AwFoiDjQmmZ3wFFpAWbUyRfcojsBXSSlGSmQGSqd/JfXVTwJIUIumTGtkhtjO2UaBZcwynmJgZjxAetBy9KIhWDa6STXiB5bpUsDpe2LkE7U3xspC40Zhr6dDBn2zbw3Fv/zWgkGF+1URHGCNuP0UJBIioqOS6JdoW1kObSEcS3sXynvM8042ipztoTSfORFUj8tXhbd6lmhfDRrI0sOyCE5ISVyTsrkmlRInXDySJ7JK3lznpwX5935mI5mnNnOPvkD5/MHl8agUA==</latexit>

l1
<latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit> l2

<latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit>

l3
<latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit><latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit><latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit>

l1
<latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit>

Popularity Weights of La
u

<latexit sha1_base64="dNfM91gPDSvab9M/Pi8r1E3DlVc=">AAACGnicbVA9SwNBFNzzM8avqKXNYhSswkUEtQvYWFhEMCaQi2Fv8y5Z3Ls9dt+J4bj/YeNfsbFQsRMb/417SQpNHFgYZubx9o0fS2HQdb+dufmFxaXlwkpxdW19Y7O0tX1jVKI5NLiSSrd8ZkCKCBooUEIr1sBCX0LTvzvP/eY9aCNUdI3DGDoh60ciEJyhlbqlIw/hAf0gras4kUwLHNImiP4ADVWBRzOaeiHDgU1cZt3klmXFbqnsVtwR6CypTkiZTFDvlj69nuJJCBFyyYxpV90YOynTKLiErOglBmLG71gf2pZGLATTSUe3ZfTAKj0aKG1fhHSk/p5IWWjMMPRtMv+nmfZy8T+vnWBw2klFFCcIER8vChJJUdG8KNoTGjjKoSWM214Ep3zANONo68xLqE6fPEsaR5Wzint1XK7tT9ookF2yRw5JlZyQGrkgddIgnDySZ/JK3pwn58V5dz7G0TlnMrND/sD5+gE/YKGh</latexit><latexit sha1_base64="dNfM91gPDSvab9M/Pi8r1E3DlVc=">AAACGnicbVA9SwNBFNzzM8avqKXNYhSswkUEtQvYWFhEMCaQi2Fv8y5Z3Ls9dt+J4bj/YeNfsbFQsRMb/417SQpNHFgYZubx9o0fS2HQdb+dufmFxaXlwkpxdW19Y7O0tX1jVKI5NLiSSrd8ZkCKCBooUEIr1sBCX0LTvzvP/eY9aCNUdI3DGDoh60ciEJyhlbqlIw/hAf0gras4kUwLHNImiP4ADVWBRzOaeiHDgU1cZt3klmXFbqnsVtwR6CypTkiZTFDvlj69nuJJCBFyyYxpV90YOynTKLiErOglBmLG71gf2pZGLATTSUe3ZfTAKj0aKG1fhHSk/p5IWWjMMPRtMv+nmfZy8T+vnWBw2klFFCcIER8vChJJUdG8KNoTGjjKoSWM214Ep3zANONo68xLqE6fPEsaR5Wzint1XK7tT9ookF2yRw5JlZyQGrkgddIgnDySZ/JK3pwn58V5dz7G0TlnMrND/sD5+gE/YKGh</latexit><latexit sha1_base64="dNfM91gPDSvab9M/Pi8r1E3DlVc=">AAACGnicbVA9SwNBFNzzM8avqKXNYhSswkUEtQvYWFhEMCaQi2Fv8y5Z3Ls9dt+J4bj/YeNfsbFQsRMb/417SQpNHFgYZubx9o0fS2HQdb+dufmFxaXlwkpxdW19Y7O0tX1jVKI5NLiSSrd8ZkCKCBooUEIr1sBCX0LTvzvP/eY9aCNUdI3DGDoh60ciEJyhlbqlIw/hAf0gras4kUwLHNImiP4ADVWBRzOaeiHDgU1cZt3klmXFbqnsVtwR6CypTkiZTFDvlj69nuJJCBFyyYxpV90YOynTKLiErOglBmLG71gf2pZGLATTSUe3ZfTAKj0aKG1fhHSk/p5IWWjMMPRtMv+nmfZy8T+vnWBw2klFFCcIER8vChJJUdG8KNoTGjjKoSWM214Ep3zANONo68xLqE6fPEsaR5Wzint1XK7tT9ookF2yRw5JlZyQGrkgddIgnDySZ/JK3pwn58V5dz7G0TlnMrND/sD5+gE/YKGh</latexit>

Z Records Embeddings
<latexit sha1_base64="KNgcTJ9atkhXOqFOxaDlScs8XSw=">AAACCHicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSp4KokI6q0ggscqxhabUjabSbt0swm7E7GEXr34V7x4UPHqT/DmvzH9OGjrg4HHezPMzPMTKQza9rc1N7+wuLRcWCmurq1vbJa2tm9NnGoOLo9lrBs+MyCFAhcFSmgkGljkS6j7vfOhX78HbUSsbrCfQCtiHSVCwRnmUrtE76hHPYQH9MPsGnisA0MvIh+CQKiOGRTbpbJdsUegs8SZkDKZoNYufXlBzNMIFHLJjGk6doKtjGkUXMKg6KUGEsZ7rAPNnCoWgWllo08G9CBXAhrGOi+FdKT+nshYZEw/8vPOiGHXTHtD8T+vmWJ42sqESlIExceLwlRSjOkwFhoIDRxlPyeMa5HfSnmXacYxD28YgjP98ixxjypnFfvquFzdn6RRILtkjxwSh5yQKrkkNeISTh7JM3klb9aT9WK9Wx/j1jlrMrND/sD6/AEKPJll</latexit><latexit sha1_base64="KNgcTJ9atkhXOqFOxaDlScs8XSw=">AAACCHicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSp4KokI6q0ggscqxhabUjabSbt0swm7E7GEXr34V7x4UPHqT/DmvzH9OGjrg4HHezPMzPMTKQza9rc1N7+wuLRcWCmurq1vbJa2tm9NnGoOLo9lrBs+MyCFAhcFSmgkGljkS6j7vfOhX78HbUSsbrCfQCtiHSVCwRnmUrtE76hHPYQH9MPsGnisA0MvIh+CQKiOGRTbpbJdsUegs8SZkDKZoNYufXlBzNMIFHLJjGk6doKtjGkUXMKg6KUGEsZ7rAPNnCoWgWllo08G9CBXAhrGOi+FdKT+nshYZEw/8vPOiGHXTHtD8T+vmWJ42sqESlIExceLwlRSjOkwFhoIDRxlPyeMa5HfSnmXacYxD28YgjP98ixxjypnFfvquFzdn6RRILtkjxwSh5yQKrkkNeISTh7JM3klb9aT9WK9Wx/j1jlrMrND/sD6/AEKPJll</latexit><latexit sha1_base64="KNgcTJ9atkhXOqFOxaDlScs8XSw=">AAACCHicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSp4KokI6q0ggscqxhabUjabSbt0swm7E7GEXr34V7x4UPHqT/DmvzH9OGjrg4HHezPMzPMTKQza9rc1N7+wuLRcWCmurq1vbJa2tm9NnGoOLo9lrBs+MyCFAhcFSmgkGljkS6j7vfOhX78HbUSsbrCfQCtiHSVCwRnmUrtE76hHPYQH9MPsGnisA0MvIh+CQKiOGRTbpbJdsUegs8SZkDKZoNYufXlBzNMIFHLJjGk6doKtjGkUXMKg6KUGEsZ7rAPNnCoWgWllo08G9CBXAhrGOi+FdKT+nshYZEw/8vPOiGHXTHtD8T+vmWJ42sqESlIExceLwlRSjOkwFhoIDRxlPyeMa5HfSnmXacYxD28YgjP98ixxjypnFfvquFzdn6RRILtkjxwSh5yQKrkkNeISTh7JM3klb9aT9WK9Wx/j1jlrMrND/sD6/AEKPJll</latexit>

rA Embedding
<latexit sha1_base64="7g8SVARzD7+oNwzg2jPfpPj/N5I=">AAACAXicbVBNS8NAEN34WetX1JN4WayCp5KKoN4qInisYG2hKWWzmbRLN5uwOxFLKF78K148qHj1X3jz35i2OWjrg4HHezPMzPNiKQw6zrc1N7+wuLRcWCmurq1vbNpb23cmSjSHOo9kpJseMyCFgjoKlNCMNbDQk9Dw+pcjv3EP2ohI3eIghnbIukoEgjPMpI69qzsX1KUuwgN6QXoVeuD7QnWHxY5dcsrOGHSWVHJSIjlqHfvL9SOehKCQS2ZMq+LE2E6ZRsElDItuYiBmvM+60MqoYiGYdjp+YUgPM8WnQaSzUkjH6u+JlIXGDEIv6wwZ9sy0NxL/81oJBmftVKg4QVB8sihIJMWIjvKgvtDAUQ4ywrgW2a2U95hmHLPURiFUpl+eJfXj8nnZuTkpVQ/yNApkj+yTI1Ihp6RKrkmN1Aknj+SZvJI368l6sd6tj0nrnJXP7JA/sD5/ALEnlnI=</latexit><latexit sha1_base64="7g8SVARzD7+oNwzg2jPfpPj/N5I=">AAACAXicbVBNS8NAEN34WetX1JN4WayCp5KKoN4qInisYG2hKWWzmbRLN5uwOxFLKF78K148qHj1X3jz35i2OWjrg4HHezPMzPNiKQw6zrc1N7+wuLRcWCmurq1vbNpb23cmSjSHOo9kpJseMyCFgjoKlNCMNbDQk9Dw+pcjv3EP2ohI3eIghnbIukoEgjPMpI69qzsX1KUuwgN6QXoVeuD7QnWHxY5dcsrOGHSWVHJSIjlqHfvL9SOehKCQS2ZMq+LE2E6ZRsElDItuYiBmvM+60MqoYiGYdjp+YUgPM8WnQaSzUkjH6u+JlIXGDEIv6wwZ9sy0NxL/81oJBmftVKg4QVB8sihIJMWIjvKgvtDAUQ4ywrgW2a2U95hmHLPURiFUpl+eJfXj8nnZuTkpVQ/yNApkj+yTI1Ihp6RKrkmN1Aknj+SZvJI368l6sd6tj0nrnJXP7JA/sD5/ALEnlnI=</latexit><latexit sha1_base64="7g8SVARzD7+oNwzg2jPfpPj/N5I=">AAACAXicbVBNS8NAEN34WetX1JN4WayCp5KKoN4qInisYG2hKWWzmbRLN5uwOxFLKF78K148qHj1X3jz35i2OWjrg4HHezPMzPNiKQw6zrc1N7+wuLRcWCmurq1vbNpb23cmSjSHOo9kpJseMyCFgjoKlNCMNbDQk9Dw+pcjv3EP2ohI3eIghnbIukoEgjPMpI69qzsX1KUuwgN6QXoVeuD7QnWHxY5dcsrOGHSWVHJSIjlqHfvL9SOehKCQS2ZMq+LE2E6ZRsElDItuYiBmvM+60MqoYiGYdjp+YUgPM8WnQaSzUkjH6u+JlIXGDEIv6wwZ9sy0NxL/81oJBmftVKg4QVB8sihIJMWIjvKgvtDAUQ4ywrgW2a2U95hmHLPURiFUpl+eJfXj8nnZuTkpVQ/yNApkj+yTI1Ihp6RKrkmN1Aknj+SZvJI368l6sd6tj0nrnJXP7JA/sD5/ALEnlnI=</latexit>

���� l1
<latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit>

l2
<latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit>

l2
<latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit>

l1
<latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit>

l3
<latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit><latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit><latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit>

Probabilities over La
u

<latexit sha1_base64="yhYMGv43TvTtbRTcJpM4Lnc2ic8=">AAACGHicbVDLSsNAFJ34tr6iLt0MVsFVSUVQd4IbFy4qGCs0sUymN+3gJBNmbsQS8htu/BU3LlTcduffOKld+DowcDjnHu7cE2VSGPS8D2dqemZ2bn5hsba0vLK65q5vXBmVaw4+V1Lp64gZkCIFHwVKuM40sCSS0I5uTyu/fQfaCJVe4jCDMGH9VMSCM7RS1/UChHuM4qKlVcQiIQUKMFTZDA1oSYsgYTiw/nnZzW9YWeu6da/hjUH/kuaE1MkEra47CnqK5wmkyCUzptP0MgwLplFwCWUtyA1kjN+yPnQsTVkCJizGl5V01yo9GittX4p0rH5PFCwxZphEdrL6p/ntVeJ/XifH+CgsRJrlCCn/WhTnkqKiVU20JzRwlENLGNe2FE75gGnG0ZZZldD8ffJf4u83jhvexUH9ZGfSxgLZIttkjzTJITkhZ6RFfMLJA3kiL+TVeXSenTfn/Wt0yplkNskPOKNPcpCgqQ==</latexit><latexit sha1_base64="yhYMGv43TvTtbRTcJpM4Lnc2ic8=">AAACGHicbVDLSsNAFJ34tr6iLt0MVsFVSUVQd4IbFy4qGCs0sUymN+3gJBNmbsQS8htu/BU3LlTcduffOKld+DowcDjnHu7cE2VSGPS8D2dqemZ2bn5hsba0vLK65q5vXBmVaw4+V1Lp64gZkCIFHwVKuM40sCSS0I5uTyu/fQfaCJVe4jCDMGH9VMSCM7RS1/UChHuM4qKlVcQiIQUKMFTZDA1oSYsgYTiw/nnZzW9YWeu6da/hjUH/kuaE1MkEra47CnqK5wmkyCUzptP0MgwLplFwCWUtyA1kjN+yPnQsTVkCJizGl5V01yo9GittX4p0rH5PFCwxZphEdrL6p/ntVeJ/XifH+CgsRJrlCCn/WhTnkqKiVU20JzRwlENLGNe2FE75gGnG0ZZZldD8ffJf4u83jhvexUH9ZGfSxgLZIttkjzTJITkhZ6RFfMLJA3kiL+TVeXSenTfn/Wt0yplkNskPOKNPcpCgqQ==</latexit><latexit sha1_base64="yhYMGv43TvTtbRTcJpM4Lnc2ic8=">AAACGHicbVDLSsNAFJ34tr6iLt0MVsFVSUVQd4IbFy4qGCs0sUymN+3gJBNmbsQS8htu/BU3LlTcduffOKld+DowcDjnHu7cE2VSGPS8D2dqemZ2bn5hsba0vLK65q5vXBmVaw4+V1Lp64gZkCIFHwVKuM40sCSS0I5uTyu/fQfaCJVe4jCDMGH9VMSCM7RS1/UChHuM4qKlVcQiIQUKMFTZDA1oSYsgYTiw/nnZzW9YWeu6da/hjUH/kuaE1MkEra47CnqK5wmkyCUzptP0MgwLplFwCWUtyA1kjN+yPnQsTVkCJizGl5V01yo9GittX4p0rH5PFCwxZphEdrL6p/ntVeJ/XifH+CgsRJrlCCn/WhTnkqKiVU20JzRwlENLGNe2FE75gGnG0ZZZldD8ffJf4u83jhvexUH9ZGfSxgLZIttkjzTJITkhZ6RFfMLJA3kiL+TVeXSenTfn/Wt0yplkNskPOKNPcpCgqQ==</latexit>

l̂ = argmax P (l | Au,L
a
u,T

a
u)

<latexit sha1_base64="0fVBQjVFCgpH/Tl46j0jZKMkjz4="></latexit><latexit sha1_base64="Iqn2LBxNOc0RHStnscc7zk7vzjA="></latexit><latexit sha1_base64="Iqn2LBxNOc0RHStnscc7zk7vzjA="></latexit>

l 2 {l1, l2, l3}
<latexit sha1_base64="qopwR/gH1VECdCpNJ3T+Ar75+Fk=">AAAB/3icbVA9SwNBEJ2LXzF+nVoo2CwGwULCXSzUyoCNZQRjArnj2NtskiV7e8funhCPNP4VGwsVW/+GnX9ELN1LLDTxwQyP92bYnRcmnCntOB9WYW5+YXGpuFxaWV1b37A3t25UnEpCGyTmsWyFWFHOBG1opjltJZLiKOS0GQ4ucr95S6VisbjWw4T6Ee4J1mUEayMF9g5HHhPIy3jgHiEeVPN27I0Cu+xUnDHQLHF/SPn86+6zBgD1wH73OjFJIyo04Viptusk2s+w1IxwOip5qaIJJgPco21DBY6o8rPxASN0YJQO6sbSlNBorP7eyHCk1DAKzWSEdV9Ne7n4n9dOdffUz5hIUk0FmTzUTTnSMcrTQB0mKdF8aAgmkpm/ItLHEhNtMiuZENzpk2dJo1o5qzhXTrm2CxMUYQ/24RBcOIEaXEIdGkBgBA/wBM/WvfVovVivk9GC9bOzDX9gvX0DMtCXOw==</latexit><latexit sha1_base64="zyNZqGtp4Osb+NaGdRVrvryXoQE=">AAAB/3icbVC7TsMwFHXKq5RXgAEkFosKiQFVSRmAiUosjEUitFITIsd1WquOE9kOUomy8B9MLAyAWPkNNn4EMeK0HaBwpHt1dM69su8JEkalsqwPozQzOze/UF6sLC2vrK6Z6xtXMk4FJg6OWSzaAZKEUU4cRRUj7UQQFAWMtILBWeG3boiQNOaXapgQL0I9TkOKkdKSb24x6FIO3Yz59gFkfr1oh27um1WrZo0A/xJ7QqqnX7efDXx/3fTNd7cb4zQiXGGGpOzYVqK8DAlFMSN5xU0lSRAeoB7paMpRRKSXjQ7I4Z5WujCMhS6u4Ej9uZGhSMphFOjJCKm+nPYK8T+vk6rw2MsoT1JFOB4/FKYMqhgWacAuFQQrNtQEYUH1XyHuI4Gw0plVdAj29Ml/iVOvndSsC6va2AZjlMEO2AX7wAZHoAHOQRM4AIMcPIAn8GzcGY/Gi/E6Hi0Zk51N8AvG2zcFKZiZ</latexit><latexit sha1_base64="zyNZqGtp4Osb+NaGdRVrvryXoQE=">AAAB/3icbVC7TsMwFHXKq5RXgAEkFosKiQFVSRmAiUosjEUitFITIsd1WquOE9kOUomy8B9MLAyAWPkNNn4EMeK0HaBwpHt1dM69su8JEkalsqwPozQzOze/UF6sLC2vrK6Z6xtXMk4FJg6OWSzaAZKEUU4cRRUj7UQQFAWMtILBWeG3boiQNOaXapgQL0I9TkOKkdKSb24x6FIO3Yz59gFkfr1oh27um1WrZo0A/xJ7QqqnX7efDXx/3fTNd7cb4zQiXGGGpOzYVqK8DAlFMSN5xU0lSRAeoB7paMpRRKSXjQ7I4Z5WujCMhS6u4Ej9uZGhSMphFOjJCKm+nPYK8T+vk6rw2MsoT1JFOB4/FKYMqhgWacAuFQQrNtQEYUH1XyHuI4Gw0plVdAj29Ml/iVOvndSsC6va2AZjlMEO2AX7wAZHoAHOQRM4AIMcPIAn8GzcGY/Gi/E6Hi0Zk51N8AvG2zcFKZiZ</latexit>

����

Va
u

<latexit sha1_base64="UWRxqdUKPHdbmRUfD0BMVzEU3b4=">AAAB9HicbVBNSwMxFHzrZ61fVY9eglXwVHZFUG8FLx4ruG2h3ZZsmm1Ds8mSZJWy9H948aDi1R/jzX9jtt2Dtg4Ehpn3eJMJE860cd1vZ2V1bX1js7RV3t7Z3duvHBw2tUwVoT6RXKp2iDXlTFDfMMNpO1EUxyGnrXB8m/utR6o0k+LBTBIaxHgoWMQINlbqdWNsRmGUNaf9tIf7lapbc2dAy8QrSBUKNPqVr+5AkjSmwhCOte54bmKCDCvDCKfTcjfVNMFkjIe0Y6nAMdVBNks9RWdWGaBIKvuEQTP190aGY60ncWgn85R60cvF/7xOaqLrIGMiSQ0VZH4oSjkyEuUVoAFTlBg+sQQTxWxWREZYYWJsUWVbgrf45WXiX9Ruau79ZbV+WrRRgmM4gXPw4ArqcAcN8IGAgmd4hTfnyXlx3p2P+eiKU+wcwR84nz8zC5Jq</latexit><latexit sha1_base64="UWRxqdUKPHdbmRUfD0BMVzEU3b4=">AAAB9HicbVBNSwMxFHzrZ61fVY9eglXwVHZFUG8FLx4ruG2h3ZZsmm1Ds8mSZJWy9H948aDi1R/jzX9jtt2Dtg4Ehpn3eJMJE860cd1vZ2V1bX1js7RV3t7Z3duvHBw2tUwVoT6RXKp2iDXlTFDfMMNpO1EUxyGnrXB8m/utR6o0k+LBTBIaxHgoWMQINlbqdWNsRmGUNaf9tIf7lapbc2dAy8QrSBUKNPqVr+5AkjSmwhCOte54bmKCDCvDCKfTcjfVNMFkjIe0Y6nAMdVBNks9RWdWGaBIKvuEQTP190aGY60ncWgn85R60cvF/7xOaqLrIGMiSQ0VZH4oSjkyEuUVoAFTlBg+sQQTxWxWREZYYWJsUWVbgrf45WXiX9Ruau79ZbV+WrRRgmM4gXPw4ArqcAcN8IGAgmd4hTfnyXlx3p2P+eiKU+wcwR84nz8zC5Jq</latexit><latexit sha1_base64="UWRxqdUKPHdbmRUfD0BMVzEU3b4=">AAAB9HicbVBNSwMxFHzrZ61fVY9eglXwVHZFUG8FLx4ruG2h3ZZsmm1Ds8mSZJWy9H948aDi1R/jzX9jtt2Dtg4Ehpn3eJMJE860cd1vZ2V1bX1js7RV3t7Z3duvHBw2tUwVoT6RXKp2iDXlTFDfMMNpO1EUxyGnrXB8m/utR6o0k+LBTBIaxHgoWMQINlbqdWNsRmGUNaf9tIf7lapbc2dAy8QrSBUKNPqVr+5AkjSmwhCOte54bmKCDCvDCKfTcjfVNMFkjIe0Y6nAMdVBNks9RWdWGaBIKvuEQTP190aGY60ncWgn85R60cvF/7xOaqLrIGMiSQ0VZH4oSjkyEuUVoAFTlBg+sQQTxWxWREZYYWJsUWVbgrf45WXiX9Ruau79ZbV+WrRRgmM4gXPw4ArqcAcN8IGAgmd4hTfnyXlx3p2P+eiKU+wcwR84nz8zC5Jq</latexit>

vA
<latexit sha1_base64="q0yMVifwIdzrA+NW5U8We7jPrpQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBVclUQEdVdx47KCsYUmlMl00g6dTMI8CiX0N9y4UHHr17jzb5y0WWjrgYHDOfdyz5wo40xp1/12VlbX1jc2K1vV7Z3dvf3aweGTSo0k1CcpT2UnwopyJqivmea0k0mKk4jTdjS6K/z2mErFUvGoJxkNEzwQLGYEaysFQYL1MIrz8bR326vV3YY7A1omXknqUKLVq30F/ZSYhApNOFaq67mZDnMsNSOcTquBUTTDZIQHtGupwAlVYT7LPEVnVumjOJX2CY1m6u+NHCdKTZLIThYZ1aJXiP95XaPj6zBnIjOaCjI/FBuOdIqKAlCfSUo0n1iCiWQ2KyJDLDHRtqaqLcFb/PIy8S8aNw334bLePC3bqMAxnMA5eHAFTbiHFvhAIINneIU3xzgvzrvzMR9dccqdI/gD5/MHoCKRgw==</latexit><latexit sha1_base64="q0yMVifwIdzrA+NW5U8We7jPrpQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBVclUQEdVdx47KCsYUmlMl00g6dTMI8CiX0N9y4UHHr17jzb5y0WWjrgYHDOfdyz5wo40xp1/12VlbX1jc2K1vV7Z3dvf3aweGTSo0k1CcpT2UnwopyJqivmea0k0mKk4jTdjS6K/z2mErFUvGoJxkNEzwQLGYEaysFQYL1MIrz8bR326vV3YY7A1omXknqUKLVq30F/ZSYhApNOFaq67mZDnMsNSOcTquBUTTDZIQHtGupwAlVYT7LPEVnVumjOJX2CY1m6u+NHCdKTZLIThYZ1aJXiP95XaPj6zBnIjOaCjI/FBuOdIqKAlCfSUo0n1iCiWQ2KyJDLDHRtqaqLcFb/PIy8S8aNw334bLePC3bqMAxnMA5eHAFTbiHFvhAIINneIU3xzgvzrvzMR9dccqdI/gD5/MHoCKRgw==</latexit><latexit sha1_base64="q0yMVifwIdzrA+NW5U8We7jPrpQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBVclUQEdVdx47KCsYUmlMl00g6dTMI8CiX0N9y4UHHr17jzb5y0WWjrgYHDOfdyz5wo40xp1/12VlbX1jc2K1vV7Z3dvf3aweGTSo0k1CcpT2UnwopyJqivmea0k0mKk4jTdjS6K/z2mErFUvGoJxkNEzwQLGYEaysFQYL1MIrz8bR326vV3YY7A1omXknqUKLVq30F/ZSYhApNOFaq67mZDnMsNSOcTquBUTTDZIQHtGupwAlVYT7LPEVnVumjOJX2CY1m6u+NHCdKTZLIThYZ1aJXiP95XaPj6zBnIjOaCjI/FBuOdIqKAlCfSUo0n1iCiWQ2KyJDLDHRtqaqLcFb/PIy8S8aNw334bLePC3bqMAxnMA5eHAFTbiHFvhAIINneIU3xzgvzrvzMR9dccqdI/gD5/MHoCKRgw==</latexit>

Ta
u

<latexit sha1_base64="/7v8S9V+aO878o8oySdrVHL5onk=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GayCq5KIoO4KblxWaGyhjWEynbRDJ5MwMxHqEPwVNy5U3Poh7vwbJ20W2npg4HDOvdwzJ0wZlcpxvq3K0vLK6lp1vbaxubW9Y+/u3ckkE5h4OGGJ6IZIEkY58RRVjHRTQVAcMtIJx9eF33kgQtKEt9UkJX6MhpxGFCNlpMA+0P0YqVEY6XYe6Cy/1yjPA7vuNJwp4CJxS1IHJVqB/dUfJDiLCVeYISl7rpMqXyOhKGYkr/UzSVKEx2hIeoZyFBPp62n6HJ4YZQCjRJjHFZyqvzc0iqWcxKGZLKLKea8Q//N6mYoufU15minC8exQlDGoElhUAQdUEKzYxBCEBTVZIR4hgbAyhdVMCe78lxeJd9a4aji35/XmcdlGFRyCI3AKXHABmuAGtIAHMHgEz+AVvFlP1ov1bn3MRitWubMP/sD6/AEWNJW9</latexit><latexit sha1_base64="/7v8S9V+aO878o8oySdrVHL5onk=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GayCq5KIoO4KblxWaGyhjWEynbRDJ5MwMxHqEPwVNy5U3Poh7vwbJ20W2npg4HDOvdwzJ0wZlcpxvq3K0vLK6lp1vbaxubW9Y+/u3ckkE5h4OGGJ6IZIEkY58RRVjHRTQVAcMtIJx9eF33kgQtKEt9UkJX6MhpxGFCNlpMA+0P0YqVEY6XYe6Cy/1yjPA7vuNJwp4CJxS1IHJVqB/dUfJDiLCVeYISl7rpMqXyOhKGYkr/UzSVKEx2hIeoZyFBPp62n6HJ4YZQCjRJjHFZyqvzc0iqWcxKGZLKLKea8Q//N6mYoufU15minC8exQlDGoElhUAQdUEKzYxBCEBTVZIR4hgbAyhdVMCe78lxeJd9a4aji35/XmcdlGFRyCI3AKXHABmuAGtIAHMHgEz+AVvFlP1ov1bn3MRitWubMP/sD6/AEWNJW9</latexit><latexit sha1_base64="/7v8S9V+aO878o8oySdrVHL5onk=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GayCq5KIoO4KblxWaGyhjWEynbRDJ5MwMxHqEPwVNy5U3Poh7vwbJ20W2npg4HDOvdwzJ0wZlcpxvq3K0vLK6lp1vbaxubW9Y+/u3ckkE5h4OGGJ6IZIEkY58RRVjHRTQVAcMtIJx9eF33kgQtKEt9UkJX6MhpxGFCNlpMA+0P0YqVEY6XYe6Cy/1yjPA7vuNJwp4CJxS1IHJVqB/dUfJDiLCVeYISl7rpMqXyOhKGYkr/UzSVKEx2hIeoZyFBPp62n6HJ4YZQCjRJjHFZyqvzc0iqWcxKGZLKLKea8Q//N6mYoufU15minC8exQlDGoElhUAQdUEKzYxBCEBTVZIR4hgbAyhdVMCe78lxeJd9a4aji35/XmcdlGFRyCI3AKXHABmuAGtIAHMHgEz+AVvFlP1ov1bn3MRitWubMP/sD6/AEWNJW9</latexit>

Va
u

<latexit sha1_base64="UWRxqdUKPHdbmRUfD0BMVzEU3b4=">AAAB9HicbVBNSwMxFHzrZ61fVY9eglXwVHZFUG8FLx4ruG2h3ZZsmm1Ds8mSZJWy9H948aDi1R/jzX9jtt2Dtg4Ehpn3eJMJE860cd1vZ2V1bX1js7RV3t7Z3duvHBw2tUwVoT6RXKp2iDXlTFDfMMNpO1EUxyGnrXB8m/utR6o0k+LBTBIaxHgoWMQINlbqdWNsRmGUNaf9tIf7lapbc2dAy8QrSBUKNPqVr+5AkjSmwhCOte54bmKCDCvDCKfTcjfVNMFkjIe0Y6nAMdVBNks9RWdWGaBIKvuEQTP190aGY60ncWgn85R60cvF/7xOaqLrIGMiSQ0VZH4oSjkyEuUVoAFTlBg+sQQTxWxWREZYYWJsUWVbgrf45WXiX9Ruau79ZbV+WrRRgmM4gXPw4ArqcAcN8IGAgmd4hTfnyXlx3p2P+eiKU+wcwR84nz8zC5Jq</latexit><latexit sha1_base64="UWRxqdUKPHdbmRUfD0BMVzEU3b4=">AAAB9HicbVBNSwMxFHzrZ61fVY9eglXwVHZFUG8FLx4ruG2h3ZZsmm1Ds8mSZJWy9H948aDi1R/jzX9jtt2Dtg4Ehpn3eJMJE860cd1vZ2V1bX1js7RV3t7Z3duvHBw2tUwVoT6RXKp2iDXlTFDfMMNpO1EUxyGnrXB8m/utR6o0k+LBTBIaxHgoWMQINlbqdWNsRmGUNaf9tIf7lapbc2dAy8QrSBUKNPqVr+5AkjSmwhCOte54bmKCDCvDCKfTcjfVNMFkjIe0Y6nAMdVBNks9RWdWGaBIKvuEQTP190aGY60ncWgn85R60cvF/7xOaqLrIGMiSQ0VZH4oSjkyEuUVoAFTlBg+sQQTxWxWREZYYWJsUWVbgrf45WXiX9Ruau79ZbV+WrRRgmM4gXPw4ArqcAcN8IGAgmd4hTfnyXlx3p2P+eiKU+wcwR84nz8zC5Jq</latexit><latexit sha1_base64="UWRxqdUKPHdbmRUfD0BMVzEU3b4=">AAAB9HicbVBNSwMxFHzrZ61fVY9eglXwVHZFUG8FLx4ruG2h3ZZsmm1Ds8mSZJWy9H948aDi1R/jzX9jtt2Dtg4Ehpn3eJMJE860cd1vZ2V1bX1js7RV3t7Z3duvHBw2tUwVoT6RXKp2iDXlTFDfMMNpO1EUxyGnrXB8m/utR6o0k+LBTBIaxHgoWMQINlbqdWNsRmGUNaf9tIf7lapbc2dAy8QrSBUKNPqVr+5AkjSmwhCOte54bmKCDCvDCKfTcjfVNMFkjIe0Y6nAMdVBNks9RWdWGaBIKvuEQTP190aGY60ncWgn85R60cvF/7xOaqLrIGMiSQ0VZH4oSjkyEuUVoAFTlBg+sQQTxWxWREZYYWJsUWVbgrf45WXiX9Ruau79ZbV+WrRRgmM4gXPw4ArqcAcN8IGAgmd4hTfnyXlx3p2P+eiKU+wcwR84nz8zC5Jq</latexit>

l1
<latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit><latexit sha1_base64="PjJRmvDjNBi7dY+EcTGueswgqR8=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdi57Xq9bcujsDWSZeQWpQoNmrfnX7CctilIYJqnXHc1MT5FQZzgROKt1MY0rZiA6wY6mkMeogn506IadW6ZMoUbakITP190ROY63HcWg7Y2qGetGbiv95ncxEV0HOZZoZlGy+KMoEMQmZ/k36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZselUbAje4svLxD+vX9fdu4ta46RIowxHcAxn4MElNOAWmuADgwE8wyu8OcJ5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fXeGNSQ==</latexit>

l2
<latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit>

l3
<latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit><latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit><latexit sha1_base64="JYlphqOPG0l3ZF6mefHEC4fNzeg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lVUG8FLx4rGFtoQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aDi1V/kzX9j0uagrQ8GHu/NMDMviAU31nW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T94NFGiGXosEpHuBNSg4Ao9y63ATqyRykBgOxjf5n77CbXhkXqwkxh9SYeKh5xRm0uif1HpV2tu3Z2BLJNGQWpQoNWvfvUGEUskKssENabbcGPrp1RbzgROK73EYEzZmA6xm1FFJRo/nd06JaeZMiBhpLNSlszU3xMplcZMZJB1SmpHZtHLxf+8bmLDaz/lKk4sKjZfFCaC2Ijkj5MB18ismGSEMs2zWwkbUU2ZzeLJQ2gsvrxMvPP6Td29v6w1T4o0ynAEx3AGDbiCJtxBCzxgMIJneIU3RzovzrvzMW8tOcXMIfyB8/kDleqNXw==</latexit>

����
La
u

<latexit sha1_base64="VbuKyceAKvcv3Q4UX6jef24Jqn8=">AAAB/HicbVC7TsMwFHXKq5RXeGwsFgWJqUoQErBVYmFgKBKhldoQOa7TWnWcyHaQihXxKywMgFj5EDb+BqfNAC1HsnR0zr26xydMGZXKcb6tysLi0vJKdbW2tr6xuWVv79zJJBOYeDhhieiESBJGOfEUVYx0UkFQHDLSDkeXhd9+IELShN+qcUr8GA04jShGykiBvad7MVLDMNLXeaCz/F6jPA/sutNwJoDzxC1JHZRoBfZXr5/gLCZcYYak7LpOqnyNhKKYkbzWyyRJER6hAekaylFMpK8n6XN4ZJQ+jBJhHldwov7e0CiWchyHZrKIKme9QvzP62YqOvc15WmmCMfTQ1HGoEpgUQXsU0GwYmNDEBbUZIV4iATCyhRWMyW4s1+eJ95J46Lh3JzWm4dlG1WwDw7AMXDBGWiCK9ACHsDgETyDV/BmPVkv1rv1MR2tWOXOLvgD6/MHCcyVtQ==</latexit><latexit sha1_base64="VbuKyceAKvcv3Q4UX6jef24Jqn8=">AAAB/HicbVC7TsMwFHXKq5RXeGwsFgWJqUoQErBVYmFgKBKhldoQOa7TWnWcyHaQihXxKywMgFj5EDb+BqfNAC1HsnR0zr26xydMGZXKcb6tysLi0vJKdbW2tr6xuWVv79zJJBOYeDhhieiESBJGOfEUVYx0UkFQHDLSDkeXhd9+IELShN+qcUr8GA04jShGykiBvad7MVLDMNLXeaCz/F6jPA/sutNwJoDzxC1JHZRoBfZXr5/gLCZcYYak7LpOqnyNhKKYkbzWyyRJER6hAekaylFMpK8n6XN4ZJQ+jBJhHldwov7e0CiWchyHZrKIKme9QvzP62YqOvc15WmmCMfTQ1HGoEpgUQXsU0GwYmNDEBbUZIV4iATCyhRWMyW4s1+eJ95J46Lh3JzWm4dlG1WwDw7AMXDBGWiCK9ACHsDgETyDV/BmPVkv1rv1MR2tWOXOLvgD6/MHCcyVtQ==</latexit><latexit sha1_base64="VbuKyceAKvcv3Q4UX6jef24Jqn8=">AAAB/HicbVC7TsMwFHXKq5RXeGwsFgWJqUoQErBVYmFgKBKhldoQOa7TWnWcyHaQihXxKywMgFj5EDb+BqfNAC1HsnR0zr26xydMGZXKcb6tysLi0vJKdbW2tr6xuWVv79zJJBOYeDhhieiESBJGOfEUVYx0UkFQHDLSDkeXhd9+IELShN+qcUr8GA04jShGykiBvad7MVLDMNLXeaCz/F6jPA/sutNwJoDzxC1JHZRoBfZXr5/gLCZcYYak7LpOqnyNhKKYkbzWyyRJER6hAekaylFMpK8n6XN4ZJQ+jBJhHldwov7e0CiWchyHZrKIKme9QvzP62YqOvc15WmmCMfTQ1HGoEpgUQXsU0GwYmNDEBbUZIV4iATCyhRWMyW4s1+eJ95J46Lh3JzWm4dlG1WwDw7AMXDBGWiCK9ACHsDgETyDV/BmPVkv1rv1MR2tWOXOLvgD6/MHCcyVtQ==</latexit>

l2
<latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit><latexit sha1_base64="mJu7mxSQ9tBkvDiPbYpuhm2yp/s=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mLoN4KXjxWMLbQhrLZTtqlu5uwuxFK6F/w4kHFq7/Im//GpM1BWx8MPN6bYWZeEAturOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genj0aKJEM/RYJCLdDahBwRV6lluB3VgjlYHATjC5zf3OE2rDI/VgpzH6ko4UDzmjNpfEoFkZVGtu3Z2DrJJGQWpQoD2ofvWHEUskKssENabXcGPrp1RbzgTOKv3EYEzZhI6wl1FFJRo/nd86I+eZMiRhpLNSlszV3xMplcZMZZB1SmrHZtnLxf+8XmLDaz/lKk4sKrZYFCaC2Ijkj5Mh18ismGaEMs2zWwkbU02ZzeLJQ2gsv7xKvGb9pu7eX9ZaZ0UaZTiBU7iABlxBC+6gDR4wGMMzvMKbI50X5935WLSWnGLmGP7A+fwBlGaNXg==</latexit> vA

<latexit sha1_base64="q0yMVifwIdzrA+NW5U8We7jPrpQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBVclUQEdVdx47KCsYUmlMl00g6dTMI8CiX0N9y4UHHr17jzb5y0WWjrgYHDOfdyz5wo40xp1/12VlbX1jc2K1vV7Z3dvf3aweGTSo0k1CcpT2UnwopyJqivmea0k0mKk4jTdjS6K/z2mErFUvGoJxkNEzwQLGYEaysFQYL1MIrz8bR326vV3YY7A1omXknqUKLVq30F/ZSYhApNOFaq67mZDnMsNSOcTquBUTTDZIQHtGupwAlVYT7LPEVnVumjOJX2CY1m6u+NHCdKTZLIThYZ1aJXiP95XaPj6zBnIjOaCjI/FBuOdIqKAlCfSUo0n1iCiWQ2KyJDLDHRtqaqLcFb/PIy8S8aNw334bLePC3bqMAxnMA5eHAFTbiHFvhAIINneIU3xzgvzrvzMR9dccqdI/gD5/MHoCKRgw==</latexit><latexit sha1_base64="q0yMVifwIdzrA+NW5U8We7jPrpQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBVclUQEdVdx47KCsYUmlMl00g6dTMI8CiX0N9y4UHHr17jzb5y0WWjrgYHDOfdyz5wo40xp1/12VlbX1jc2K1vV7Z3dvf3aweGTSo0k1CcpT2UnwopyJqivmea0k0mKk4jTdjS6K/z2mErFUvGoJxkNEzwQLGYEaysFQYL1MIrz8bR326vV3YY7A1omXknqUKLVq30F/ZSYhApNOFaq67mZDnMsNSOcTquBUTTDZIQHtGupwAlVYT7LPEVnVumjOJX2CY1m6u+NHCdKTZLIThYZ1aJXiP95XaPj6zBnIjOaCjI/FBuOdIqKAlCfSUo0n1iCiWQ2KyJDLDHRtqaqLcFb/PIy8S8aNw334bLePC3bqMAxnMA5eHAFTbiHFvhAIINneIU3xzgvzrvzMR9dccqdI/gD5/MHoCKRgw==</latexit><latexit sha1_base64="q0yMVifwIdzrA+NW5U8We7jPrpQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBVclUQEdVdx47KCsYUmlMl00g6dTMI8CiX0N9y4UHHr17jzb5y0WWjrgYHDOfdyz5wo40xp1/12VlbX1jc2K1vV7Z3dvf3aweGTSo0k1CcpT2UnwopyJqivmea0k0mKk4jTdjS6K/z2mErFUvGoJxkNEzwQLGYEaysFQYL1MIrz8bR326vV3YY7A1omXknqUKLVq30F/ZSYhApNOFaq67mZDnMsNSOcTquBUTTDZIQHtGupwAlVYT7LPEVnVumjOJX2CY1m6u+NHCdKTZLIThYZ1aJXiP95XaPj6zBnIjOaCjI/FBuOdIqKAlCfSUo0n1iCiWQ2KyJDLDHRtqaqLcFb/PIy8S8aNw334bLePC3bqMAxnMA5eHAFTbiHFvhAIINneIU3xzgvzrvzMR9dccqdI/gD5/MHoCKRgw==</latexit>
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3.2.2  候选位置及相关轨迹筛选 

本节首先介绍了 TrajCom 中的候选位置筛选的过程，然后介绍了利用候选位

置生成相关轨迹的方法。 

3.2.2.1  候选位置筛选 

候选位置筛选过程利用给定轨迹𝑇;<在特定时间点𝑡∗的上下文信息，对目标𝑢

在时刻𝑡∗可能访问的位置进行筛选。筛选过程基于了移动目标𝑢的时空约束和目

标倾向性约束。下面将分别介绍这两种约束的建模方式。 

首先，目标的移动行为会受到时间-空间约束。对于处于某个具体位置的目

标来说，其下一条记录的位置受限于当前时刻位置以及与下一条记录的时间间

隔。本文对目标的时间-空间限制进行如下的建模： 

 𝑓(𝑥) = 𝛼 ∙ 𝑙𝑜𝑔	(𝛽 ∙ 𝑥 + 1)  （3.3） 

其中𝑥是相邻记录的时间间隔。该函数表示在时间间隔为𝑥的情况下，序列上

相邻两条记录之间的最大距离。其中的参数𝛼和𝛽是与轨迹数据集有关的参数。对

于不同类型的轨迹数据，参数的值也不同。 

 
图 3. 3 Foursquare 中时间-空间约束函数示意图 

Figure 3. 3 Distance statistics of data in Foursquare dataset 

对于特定数据集，参数𝛼和𝛽的选取过程如下：首先，统计每条轨迹中相邻记

录间的距离及时间间隔。然后，计算距离 95%分位数随时间变化的样本点，并用

它们来拟合上述的函数。图 3.3 是公开数据集 Foursquare 上的拟合结果，其中蓝

点代表着真实的轨迹记录间隔值，红线是函数拟合曲线。结果表明，拟合函数与

轨迹相邻记录距离的分布相对一致。 
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得到轨迹相邻记录距离的分布趋势后，给定任意一条轨迹𝑇;<，以及该轨迹中

的任意两个记录𝑟4 = (𝑙4, 𝑡4), 𝑟W = (𝑙W, 𝑡W)，可以通过以下约束条件初步筛选记录间

的候选位置：   

如图 3.4 所示，候选位置集合 L:A = i𝑙., … , 𝑙jk是全体位置的子集，对于任意

候选位置 𝑙j ∈ 	L:A :				𝑑𝑖𝑠o𝑙4, 𝑙jp < 𝑓(𝑡∗ − 𝑡4)且𝑑𝑖𝑠o𝑙W, 𝑙jp < 𝑓(𝑡W − 𝑡∗) , 本文使用

Haversine 距离作为𝑑𝑖𝑠(. , . )度量空间距离。该约束可以解释为候选位置与前后位

置的间距保持在一定范围内。 

 

图 3. 4 候选位置示意图 

Figure 3. 4 Illustration of initial candidate locations 

然而，仅利用时空约束将会生成大量的候选位置，不利于后续计算过程。目

标的移动行为还受到目标倾向性的约束，即该目标在移动过程中更倾向于访问一

些特定的位置。这种倾向性带有目标本身的语义信息，可以利用目标的历史轨迹

数据获得。对于这种约束，本文采用神经协同过滤模型 NCF(Neural Collaborative 

Filtering)建模，并将其作为限制条件加入候选位置筛选的过程中。NCF 首先构建

了一个二值矩阵B，矩阵中的每个值b;,t取值为 0 或者 1 来表示了目标𝑢是否访问

过位置𝑙。然后利用矩阵分解的方式将矩阵B分解为目标特征矩阵𝐸;Hvw以及位置特

征矩阵𝐸tHvw。其中矩阵分解利用矩阵 B 进行优化，即： 

 b;,t 	≈ 	logistic(MLP(𝑒tHvw, 𝑒;Hvw))  （3.4） 

给定用户𝑢，TrajCom 利用 NCF 可以得到与𝑢相关的位置排序列表并将该列表作

为目标倾向。假设限制候选位置集合L:A的最大数量为 P 个，那么L:A可以由如下方

式得到：顺序检查用户𝑢位置排序列表中的位置，如果该位置处于	L:A中且L:A中位

ri
<latexit sha1_base64="8zbL7ge8tXKGrsHsU+4YdJhYhKY=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdqx7vVWtu3Z2BLBOvIDUo0OxVv7r9hGUxSsME1brjuakJcqoMZwInlW6mMaVsRAfYsVTSGHWQz06dkFOr9EmUKFvSkJn6eyKnsdbjOLSdMTVDvehNxf+8TmaiqyDnMs0MSjZfFGWCmIRM/yZ9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HQqNgRv8eVl4p/Xr+vu3UWtcVKkUYYjOIYz8OASGnALTfCBwQCe4RXeHOG8OO/Ox7y15BQzh/AHzucPu6eNhw==</latexit><latexit sha1_base64="8zbL7ge8tXKGrsHsU+4YdJhYhKY=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdqx7vVWtu3Z2BLBOvIDUo0OxVv7r9hGUxSsME1brjuakJcqoMZwInlW6mMaVsRAfYsVTSGHWQz06dkFOr9EmUKFvSkJn6eyKnsdbjOLSdMTVDvehNxf+8TmaiqyDnMs0MSjZfFGWCmIRM/yZ9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HQqNgRv8eVl4p/Xr+vu3UWtcVKkUYYjOIYz8OASGnALTfCBwQCe4RXeHOG8OO/Ox7y15BQzh/AHzucPu6eNhw==</latexit><latexit sha1_base64="8zbL7ge8tXKGrsHsU+4YdJhYhKY=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0lEUG8FLx4rGltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivdqx7vVWtu3Z2BLBOvIDUo0OxVv7r9hGUxSsME1brjuakJcqoMZwInlW6mMaVsRAfYsVTSGHWQz06dkFOr9EmUKFvSkJn6eyKnsdbjOLSdMTVDvehNxf+8TmaiqyDnMs0MSjZfFGWCmIRM/yZ9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HQqNgRv8eVl4p/Xr+vu3UWtcVKkUYYjOIYz8OASGnALTfCBwQCe4RXeHOG8OO/Ox7y15BQzh/AHzucPu6eNhw==</latexit> rj

<latexit sha1_base64="6aJKMNxjHquV8UGexGu2ArF0nSk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWNFYwttKJvtpl272YTdiVBCf4IXDype/Ufe/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqRQGXffbWVpeWV1bL22UN7e2d3Yre/sPJsk04z5LZKJbITVcCsV9FCh5K9WcxqHkzXB4PfGbT1wbkah7HKU8iGlfiUgwila6093HbqXq1twpyCLxClKFAo1u5avTS1gWc4VMUmPanptikFONgkk+Lncyw1PKhrTP25YqGnMT5NNTx+TEKj0SJdqWQjJVf0/kNDZmFIe2M6Y4MPPeRPzPa2cYXQa5UGmGXLHZoiiTBBMy+Zv0hOYM5cgSyrSwtxI2oJoytOmUbQje/MuLxD+rXdXc2/Nq/bhIowSHcASn4MEF1OEGGuADgz48wyu8OdJ5cd6dj1nrklPMHMAfOJ8/vSqNiA==</latexit><latexit sha1_base64="6aJKMNxjHquV8UGexGu2ArF0nSk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWNFYwttKJvtpl272YTdiVBCf4IXDype/Ufe/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqRQGXffbWVpeWV1bL22UN7e2d3Yre/sPJsk04z5LZKJbITVcCsV9FCh5K9WcxqHkzXB4PfGbT1wbkah7HKU8iGlfiUgwila6093HbqXq1twpyCLxClKFAo1u5avTS1gWc4VMUmPanptikFONgkk+Lncyw1PKhrTP25YqGnMT5NNTx+TEKj0SJdqWQjJVf0/kNDZmFIe2M6Y4MPPeRPzPa2cYXQa5UGmGXLHZoiiTBBMy+Zv0hOYM5cgSyrSwtxI2oJoytOmUbQje/MuLxD+rXdXc2/Nq/bhIowSHcASn4MEF1OEGGuADgz48wyu8OdJ5cd6dj1nrklPMHMAfOJ8/vSqNiA==</latexit><latexit sha1_base64="6aJKMNxjHquV8UGexGu2ArF0nSk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSp4KokI6q3gxWNFYwttKJvtpl272YTdiVBCf4IXDype/Ufe/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqRQGXffbWVpeWV1bL22UN7e2d3Yre/sPJsk04z5LZKJbITVcCsV9FCh5K9WcxqHkzXB4PfGbT1wbkah7HKU8iGlfiUgwila6093HbqXq1twpyCLxClKFAo1u5avTS1gWc4VMUmPanptikFONgkk+Lncyw1PKhrTP25YqGnMT5NNTx+TEKj0SJdqWQjJVf0/kNDZmFIe2M6Y4MPPeRPzPa2cYXQa5UGmGXLHZoiiTBBMy+Zv0hOYM5cgSyrSwtxI2oJoytOmUbQje/MuLxD+rXdXc2/Nq/bhIowSHcASn4MEF1OEGGuADgz48wyu8OdJ5cd6dj1nrklPMHMAfOJ8/vSqNiA==</latexit>

La
u

<latexit sha1_base64="R1898YlJtrXR0LwoibZcXwR+A2E=">AAACAXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2Jl+AQPI1WBOdt4MWDhwnWDdZa0izdwtKkJKkwSvHiV/HiQcWr38Kb38Z020E3HwQe7/0e+f1elDKqtON8W5Wl5ZXVtep6bWNza3vH3t27UyKTmHhYMCG7EVKEUU48TTUj3VQSlESMdKLRZel3HohUVPBbPU5JkKABpzHFSBsptA98YewynfsJ0sMozq+LMLtHRWjXnYYzAVwk7ozUwQzt0P7y+wJnCeEaM6RUz3VSHeRIaooZKWp+pkiK8AgNSM9QjhKignxyQgGPjdKHsZDmcQ0n6u9EjhKlxklkJss11bxXiv95vUzHzSCnPM004Xj6UZwxqAUs+4B9KgnWbGwIwpKaXSEeIomwNq3VTAnu/MmLxDttXDScm7N6qzlrowoOwRE4AS44By1wBdrAAxg8gmfwCt6sJ+vFerc+pqMVa5bZB39gff4AtFOXyw==</latexit><latexit sha1_base64="R1898YlJtrXR0LwoibZcXwR+A2E=">AAACAXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2Jl+AQPI1WBOdt4MWDhwnWDdZa0izdwtKkJKkwSvHiV/HiQcWr38Kb38Z020E3HwQe7/0e+f1elDKqtON8W5Wl5ZXVtep6bWNza3vH3t27UyKTmHhYMCG7EVKEUU48TTUj3VQSlESMdKLRZel3HohUVPBbPU5JkKABpzHFSBsptA98YewynfsJ0sMozq+LMLtHRWjXnYYzAVwk7ozUwQzt0P7y+wJnCeEaM6RUz3VSHeRIaooZKWp+pkiK8AgNSM9QjhKignxyQgGPjdKHsZDmcQ0n6u9EjhKlxklkJss11bxXiv95vUzHzSCnPM004Xj6UZwxqAUs+4B9KgnWbGwIwpKaXSEeIomwNq3VTAnu/MmLxDttXDScm7N6qzlrowoOwRE4AS44By1wBdrAAxg8gmfwCt6sJ+vFerc+pqMVa5bZB39gff4AtFOXyw==</latexit><latexit sha1_base64="R1898YlJtrXR0LwoibZcXwR+A2E=">AAACAXicbVBPS8MwHE3nvzn/VT2Jl+AQPI1WBOdt4MWDhwnWDdZa0izdwtKkJKkwSvHiV/HiQcWr38Kb38Z020E3HwQe7/0e+f1elDKqtON8W5Wl5ZXVtep6bWNza3vH3t27UyKTmHhYMCG7EVKEUU48TTUj3VQSlESMdKLRZel3HohUVPBbPU5JkKABpzHFSBsptA98YewynfsJ0sMozq+LMLtHRWjXnYYzAVwk7ozUwQzt0P7y+wJnCeEaM6RUz3VSHeRIaooZKWp+pkiK8AgNSM9QjhKignxyQgGPjdKHsZDmcQ0n6u9EjhKlxklkJss11bxXiv95vUzHzSCnPM004Xj6UZwxqAUs+4B9KgnWbGwIwpKaXSEeIomwNq3VTAnu/MmLxDttXDScm7N6qzlrowoOwRE4AS44By1wBdrAAxg8gmfwCt6sJ+vFerc+pqMVa5bZB39gff4AtFOXyw==</latexit>
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置数量小于 P，那么将该位置加入到L:A中。依照此方式直至L:A含有 P 个位置或位

置列表遍历完成。 

3.2.2.2  相关轨迹筛选 

利用候选位置集合L:A，TrajCom 从历史数据库中检索经过候选位置的轨迹作

为相关轨迹。具体来说，初始相关轨迹集合T:A为𝒯的子集合，T:A中的轨迹需要至

少经过一个L:A中的位置。但上述过程将会产生大量的相关轨迹。因此，TrajCom

通过候选位置的流行度对相关轨迹的数量进行限制，候选位置流行度计算方法定

义如下： 

 𝑔(𝑙) = ~
1, 𝑛t ≤ 𝛾

min ���
�
, 3	� , 𝑛t > 𝛾 （3.4） 

γ是人为指定的超参数，其物理意义是每个候选位置对应相关轨迹的最大数

目，而𝑛t则是经过指定位置𝑙的所有相关轨迹数目。给定缺失时间点的前后位置，

TrajCom 利用上述方法筛选相关轨迹集合T:A。而𝑔(𝑙)也将作为后续估计缺失位置

的权重。 

3.2.3  深度轨迹编码 

利用 RNN 建模轨迹的序列特性，TrajCom 中的深度轨迹编码模块将轨迹序

列中的每一条记录编码为表示向量。由于轨迹补全需要估计𝑡∗时刻的位置，因此

轨迹编码需要考虑时间间隔的变化，而传统 RNN 模型不能建模这种变化。本文

提出了一个时间感知的循环神经网络单元 tGRU 用于建模空间特征和时间间隔

的变化。以 tGRU 为基础的深度轨迹编码器分为两层：输入编码层和序列编码层。 

3.2.3.1  输入编码层 

对于目标u的一条轨迹𝑇; = [𝑟., … , 𝑟2]，TrajCom 首先对其中的记录𝑟2 =

(𝑙2, 𝑡2)进行输入层编码，并将编码后的向量𝑒2作为 RNN 每个时刻的输入。编码

记录时，TrajCom 考虑目标类别、位置和时间三方面的信息。其中目标𝑢和位置𝑙

的都采用 one-hot 向量表示，向量的维度是目标个数或位置个数，其中与记录相

关的目标和位置对应的维度为 1，其他维度为 0。类似的，时间戳被按小时和工

作日情况划分，得到 2*24 种时间段。这样，时间信息𝑡2也可以由长度为 48 维的



第 3 章  上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法研究 

 31 

one-hot 向量表示。𝑡2中对应时间段的维度为 1，其他维度为 0。于是，对于任意

一条记录𝑟2，其输入编码𝑒2可由如下计算得到： 

 𝑒2; = 𝑢 ⋅ 𝐸;; 𝑒2t = 𝑙2 ⋅ 𝐸t;   

 𝑒2J = 𝑡2 ⋅ 𝐸J; 𝑒2 = [𝑒2;; 𝑒2t ; 𝑒2J]  （3.5） 

其中[⋅	;	⋅]为向量间的连接操作，而𝐸;, 𝐸t, 𝐸J则分别是目标、位置和时间的表示矩

阵。 

3.2.3.2  序列编码层 

为了捕捉轨迹的序列关系，同时也为了建模位置与变化时间间隔下的关系，

本文提出了一种时间感知的循环神经网络单元 time-aware GRU，简称为 tGRU。

tGRU 对轨迹序列特征的编码机制与传统 GRU 相同，其不同之处在于对时间间

隔变化的编码。 

 
图 3. 5 tGRU 示意图 

Figure 3. 5 Architecture of tGRU 

对于目标𝑢的一条轨迹记录序列𝑇; = [𝑟4, 𝑟4O.	, … , 𝑟4O2	] ∈ 𝑆;，在给定的时间间

隔阈值𝛿 > 0前提下，	𝑇;满足∀𝑗, 1 < 𝑗 ≤ 𝑘			𝑠. 𝑡.		𝑡W − 𝑡WY. ≤ 𝛿。该约束保证轨迹中

相邻记录的时间间隔都小于𝛿。由于轨迹的异频采样性，相邻记录的时间间隔不

一，tGRU 采用如下方式对时间间隔进行编码。tGRU 首先将时间间隔[0, δ]划分

为G个等长的时间片段𝜏 = 𝛿/𝐺,从而就获得到了𝐺 + 1个断点，并为每个端点维护

一个轨迹表示向量，得到端点的表示向量矩阵𝐄�A�；对于每一个记录𝑟2，时间间

隔的值为 𝑡2
�<j = 𝑡2 − 𝑡2Y.。为了建模时间间隔上的先后语义关系，对于任意的

时间间隔值𝑡2
�<j

，它将由其前后两个时间间隔点的向量表示通过加权相加得到。

计算方式如下： 

hk
<latexit sha1_base64="1HEHgjlvw2QxXsa1vPUw1/KRPrA=">AAAB8nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgKiQiqLuCG5cVjC00oUymk3boZBLmIZTQ33DjQsWtX+POv3HSZqGtBwYO59zLPXPinDOlPe/bqa2tb2xu1bcbO7t7+wfNw6NHlRlJaEAynslejBXlTNBAM81pL5cUpzGn3XhyW/rdJyoVy8SDnuY0SvFIsIQRrK0UhinW4zgpxrPBZNBsea43B1olfkVaUKEzaH6Fw4yYlApNOFaq73u5jgosNSOczhqhUTTHZIJHtG+pwClVUTHPPENnVhmiJJP2CY3m6u+NAqdKTdPYTpYZ1bJXiv95faOT66hgIjeaCrI4lBiOdIbKAtCQSUo0n1qCiWQ2KyJjLDHRtqaGLcFf/vIqCS7cG9e7v2y13aqNOpzAKZyDD1fQhjvoQAAEcniGV3hzjPPivDsfi9GaU+0cwx84nz/NTpGp</latexit><latexit sha1_base64="1HEHgjlvw2QxXsa1vPUw1/KRPrA=">AAAB8nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgKiQiqLuCG5cVjC00oUymk3boZBLmIZTQ33DjQsWtX+POv3HSZqGtBwYO59zLPXPinDOlPe/bqa2tb2xu1bcbO7t7+wfNw6NHlRlJaEAynslejBXlTNBAM81pL5cUpzGn3XhyW/rdJyoVy8SDnuY0SvFIsIQRrK0UhinW4zgpxrPBZNBsea43B1olfkVaUKEzaH6Fw4yYlApNOFaq73u5jgosNSOczhqhUTTHZIJHtG+pwClVUTHPPENnVhmiJJP2CY3m6u+NAqdKTdPYTpYZ1bJXiv95faOT66hgIjeaCrI4lBiOdIbKAtCQSUo0n1qCiWQ2KyJjLDHRtqaGLcFf/vIqCS7cG9e7v2y13aqNOpzAKZyDD1fQhjvoQAAEcniGV3hzjPPivDsfi9GaU+0cwx84nz/NTpGp</latexit><latexit sha1_base64="1HEHgjlvw2QxXsa1vPUw1/KRPrA=">AAAB8nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgKiQiqLuCG5cVjC00oUymk3boZBLmIZTQ33DjQsWtX+POv3HSZqGtBwYO59zLPXPinDOlPe/bqa2tb2xu1bcbO7t7+wfNw6NHlRlJaEAynslejBXlTNBAM81pL5cUpzGn3XhyW/rdJyoVy8SDnuY0SvFIsIQRrK0UhinW4zgpxrPBZNBsea43B1olfkVaUKEzaH6Fw4yYlApNOFaq73u5jgosNSOczhqhUTTHZIJHtG+pwClVUTHPPENnVhmiJJP2CY3m6u+NAqdKTdPYTpYZ1bJXiv95faOT66hgIjeaCrI4lBiOdIbKAtCQSUo0n1qCiWQ2KyJjLDHRtqaGLcFf/vIqCS7cG9e7v2y13aqNOpzAKZyDD1fQhjvoQAAEcniGV3hzjPPivDsfi9GaU+0cwx84nz/NTpGp</latexit>

hk�1
<latexit sha1_base64="g5GPitBC8hoIvxWS5S3FqAwvi/Y=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+RT16WSyCF0signorePFYwdhCG8Jmu2mXbjZhd1MoIf/EiwcVr/4Ub/4bN20O2jqwMMy8x5udMOVMacf5tmpr6xubW/Xtxs7u3v6BfXj0pJJMEuqRhCeyF2JFORPU00xz2kslxXHIaTec3JV+d0qlYol41LOU+jEeCRYxgrWRAtsexFiPwygfF0E+uXCLwG46LWcOtErcijShQiewvwbDhGQxFZpwrFTfdVLt51hqRjgtGoNM0RSTCR7RvqECx1T5+Tx5gc6MMkRRIs0TGs3V3xs5jpWaxaGZLHOqZa8U//P6mY5u/JyJNNNUkMWhKONIJ6isAQ2ZpETzmSGYSGayIjLGEhNtymqYEtzlL68S77J123IerprtVtVGHU7gFM7BhWtowz10wAMCU3iGV3izcuvFerc+FqM1q9o5hj+wPn8A9A6TWA==</latexit><latexit sha1_base64="g5GPitBC8hoIvxWS5S3FqAwvi/Y=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+RT16WSyCF0signorePFYwdhCG8Jmu2mXbjZhd1MoIf/EiwcVr/4Ub/4bN20O2jqwMMy8x5udMOVMacf5tmpr6xubW/Xtxs7u3v6BfXj0pJJMEuqRhCeyF2JFORPU00xz2kslxXHIaTec3JV+d0qlYol41LOU+jEeCRYxgrWRAtsexFiPwygfF0E+uXCLwG46LWcOtErcijShQiewvwbDhGQxFZpwrFTfdVLt51hqRjgtGoNM0RSTCR7RvqECx1T5+Tx5gc6MMkRRIs0TGs3V3xs5jpWaxaGZLHOqZa8U//P6mY5u/JyJNNNUkMWhKONIJ6isAQ2ZpETzmSGYSGayIjLGEhNtymqYEtzlL68S77J123IerprtVtVGHU7gFM7BhWtowz10wAMCU3iGV3izcuvFerc+FqM1q9o5hj+wPn8A9A6TWA==</latexit><latexit sha1_base64="g5GPitBC8hoIvxWS5S3FqAwvi/Y=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+RT16WSyCF0signorePFYwdhCG8Jmu2mXbjZhd1MoIf/EiwcVr/4Ub/4bN20O2jqwMMy8x5udMOVMacf5tmpr6xubW/Xtxs7u3v6BfXj0pJJMEuqRhCeyF2JFORPU00xz2kslxXHIaTec3JV+d0qlYol41LOU+jEeCRYxgrWRAtsexFiPwygfF0E+uXCLwG46LWcOtErcijShQiewvwbDhGQxFZpwrFTfdVLt51hqRjgtGoNM0RSTCR7RvqECx1T5+Tx5gc6MMkRRIs0TGs3V3xs5jpWaxaGZLHOqZa8U//P6mY5u/JyJNNNUkMWhKONIJ6isAQ2ZpETzmSGYSGayIjLGEhNtymqYEtzlL68S77J123IerprtVtVGHU7gFM7BhWtowz10wAMCU3iGV3izcuvFerc+FqM1q9o5hj+wPn8A9A6TWA==</latexit>

⇥
⇥
1�

<latexit sha1_base64="AO8sjweEq3MyL++eeOZBkiblt/w=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSL0YklEUG8FLx6rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+g+8eFDx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6Lrfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOTh8NEmmGfdZIhPdDqnhUijuo0DJ26nmNA4lb4Wjm6nfeuLaiEQ94DjlQUwHSkSCUbTSvXfWq1TdujsDWSZeQapQoNmrfHX7CctirpBJakzHc1MMcqpRMMkn5W5meErZiA54x1JFY26CfHbphJxapU+iRNtSSGbq74mcxsaM49B2xhSHZtGbiv95nQyjqyAXKs2QKzZfFGWSYEKmb5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNpyyDcFbfHmZ+Of167p7d1Ft1Io0SnAMJ1ADDy6hAbfQBB8YRPAMr/DmjJwX5935mLeuOMXMEfyB8/kDSkGMpQ==</latexit><latexit sha1_base64="AO8sjweEq3MyL++eeOZBkiblt/w=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSL0YklEUG8FLx6rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+g+8eFDx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6Lrfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOTh8NEmmGfdZIhPdDqnhUijuo0DJ26nmNA4lb4Wjm6nfeuLaiEQ94DjlQUwHSkSCUbTSvXfWq1TdujsDWSZeQapQoNmrfHX7CctirpBJakzHc1MMcqpRMMkn5W5meErZiA54x1JFY26CfHbphJxapU+iRNtSSGbq74mcxsaM49B2xhSHZtGbiv95nQyjqyAXKs2QKzZfFGWSYEKmb5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNpyyDcFbfHmZ+Of167p7d1Ft1Io0SnAMJ1ADDy6hAbfQBB8YRPAMr/DmjJwX5935mLeuOMXMEfyB8/kDSkGMpQ==</latexit><latexit sha1_base64="AO8sjweEq3MyL++eeOZBkiblt/w=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSL0YklEUG8FLx6rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+g+8eFDx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6Lrfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOTh8NEmmGfdZIhPdDqnhUijuo0DJ26nmNA4lb4Wjm6nfeuLaiEQ94DjlQUwHSkSCUbTSvXfWq1TdujsDWSZeQapQoNmrfHX7CctirpBJakzHc1MMcqpRMMkn5W5meErZiA54x1JFY26CfHbphJxapU+iRNtSSGbq74mcxsaM49B2xhSHZtGbiv95nQyjqyAXKs2QKzZfFGWSYEKmb5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNpyyDcFbfHmZ+Of167p7d1Ft1Io0SnAMJ1ADDy6hAbfQBB8YRPAMr/DmjJwX5935mLeuOMXMEfyB8/kDSkGMpQ==</latexit>

+
⇥

rk
<latexit sha1_base64="H2MwXhzBuREG7Q1ua+3YsvyXtmY=">AAAB8nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgKiQiqLuCG5cVjC00oUymk3boZBLmIZTQ33DjQsWtX+POv3HSZqGtBwYO59zLPXPinDOlPe/bqa2tb2xu1bcbO7t7+wfNw6NHlRlJaEAynslejBXlTNBAM81pL5cUpzGn3XhyW/rdJyoVy8SDnuY0SvFIsIQRrK0UhinW4zgp5GwwGTRbnuvNgVaJX5EWVOgMml/hMCMmpUITjpXq+16uowJLzQins0ZoFM0xmeAR7VsqcEpVVMwzz9CZVYYoyaR9QqO5+nujwKlS0zS2k2VGteyV4n9e3+jkOiqYyI2mgiwOJYYjnaGyADRkkhLNp5ZgIpnNisgYS0y0ralhS/CXv7xKggv3xvXuL1ttt2qjDidwCufgwxW04Q46EACBHJ7hFd4c47w4787HYrTmVDvH8AfO5w/cipGz</latexit><latexit sha1_base64="H2MwXhzBuREG7Q1ua+3YsvyXtmY=">AAAB8nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgKiQiqLuCG5cVjC00oUymk3boZBLmIZTQ33DjQsWtX+POv3HSZqGtBwYO59zLPXPinDOlPe/bqa2tb2xu1bcbO7t7+wfNw6NHlRlJaEAynslejBXlTNBAM81pL5cUpzGn3XhyW/rdJyoVy8SDnuY0SvFIsIQRrK0UhinW4zgp5GwwGTRbnuvNgVaJX5EWVOgMml/hMCMmpUITjpXq+16uowJLzQins0ZoFM0xmeAR7VsqcEpVVMwzz9CZVYYoyaR9QqO5+nujwKlS0zS2k2VGteyV4n9e3+jkOiqYyI2mgiwOJYYjnaGyADRkkhLNp5ZgIpnNisgYS0y0ralhS/CXv7xKggv3xvXuL1ttt2qjDidwCufgwxW04Q46EACBHJ7hFd4c47w4787HYrTmVDvH8AfO5w/cipGz</latexit><latexit sha1_base64="H2MwXhzBuREG7Q1ua+3YsvyXtmY=">AAAB8nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgKiQiqLuCG5cVjC00oUymk3boZBLmIZTQ33DjQsWtX+POv3HSZqGtBwYO59zLPXPinDOlPe/bqa2tb2xu1bcbO7t7+wfNw6NHlRlJaEAynslejBXlTNBAM81pL5cUpzGn3XhyW/rdJyoVy8SDnuY0SvFIsIQRrK0UhinW4zgp5GwwGTRbnuvNgVaJX5EWVOgMml/hMCMmpUITjpXq+16uowJLzQins0ZoFM0xmeAR7VsqcEpVVMwzz9CZVYYoyaR9QqO5+nujwKlS0zS2k2VGteyV4n9e3+jkOiqYyI2mgiwOJYYjnaGyADRkkhLNp5ZgIpnNisgYS0y0ralhS/CXv7xKggv3xvXuL1ttt2qjDidwCufgwxW04Q46EACBHJ7hFd4c47w4787HYrTmVDvH8AfO5w/cipGz</latexit>

zk
<latexit sha1_base64="NL3/ig+Ts8FylqUo2c2Sx7evGSQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFchUQEdVdw47KCsYUmlMl00g6dTMI8hBr6G25cqLj1a9z5N07aLLT1wMDhnHu5Z06cc6a05307K6tr6xubta369s7u3n7j4PBBZUYSGpCMZ7IbY0U5EzTQTHPazSXFacxpJx7flH7nkUrFMnGvJzmNUjwULGEEayuFYYr1KE6Kp2l/3G80PdebAS0TvyJNqNDuN77CQUZMSoUmHCvV871cRwWWmhFOp/XQKJpjMsZD2rNU4JSqqJhlnqJTqwxQkkn7hEYz9fdGgVOlJmlsJ8uMatErxf+8ntHJVVQwkRtNBZkfSgxHOkNlAWjAJCWaTyzBRDKbFZERlphoW1PdluAvfnmZBOfutevdXTRbbtVGDY7hBM7Ah0towS20IQACOTzDK7w5xnlx3p2P+eiKU+0cwR84nz/oupG7</latexit><latexit sha1_base64="NL3/ig+Ts8FylqUo2c2Sx7evGSQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFchUQEdVdw47KCsYUmlMl00g6dTMI8hBr6G25cqLj1a9z5N07aLLT1wMDhnHu5Z06cc6a05307K6tr6xubta369s7u3n7j4PBBZUYSGpCMZ7IbY0U5EzTQTHPazSXFacxpJx7flH7nkUrFMnGvJzmNUjwULGEEayuFYYr1KE6Kp2l/3G80PdebAS0TvyJNqNDuN77CQUZMSoUmHCvV871cRwWWmhFOp/XQKJpjMsZD2rNU4JSqqJhlnqJTqwxQkkn7hEYz9fdGgVOlJmlsJ8uMatErxf+8ntHJVVQwkRtNBZkfSgxHOkNlAWjAJCWaTyzBRDKbFZERlphoW1PdluAvfnmZBOfutevdXTRbbtVGDY7hBM7Ah0towS20IQACOTzDK7w5xnlx3p2P+eiKU+0cwR84nz/oupG7</latexit><latexit sha1_base64="NL3/ig+Ts8FylqUo2c2Sx7evGSQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFchUQEdVdw47KCsYUmlMl00g6dTMI8hBr6G25cqLj1a9z5N07aLLT1wMDhnHu5Z06cc6a05307K6tr6xubta369s7u3n7j4PBBZUYSGpCMZ7IbY0U5EzTQTHPazSXFacxpJx7flH7nkUrFMnGvJzmNUjwULGEEayuFYYr1KE6Kp2l/3G80PdebAS0TvyJNqNDuN77CQUZMSoUmHCvV871cRwWWmhFOp/XQKJpjMsZD2rNU4JSqqJhlnqJTqwxQkkn7hEYz9fdGgVOlJmlsJ8uMatErxf+8ntHJVVQwkRtNBZkfSgxHOkNlAWjAJCWaTyzBRDKbFZERlphoW1PdluAvfnmZBOfutevdXTRbbtVGDY7hBM7Ah0towS20IQACOTzDK7w5xnlx3p2P+eiKU+0cwR84nz/oupG7</latexit>

�
<latexit sha1_base64="hBz6IArKV7uqP8+jHs3Jt1AUHpM=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBF6KrsiqLeCF48VXFtol5JNs21okl2SrFCW/ggvHlS8+n+8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpYIb63nfaG19Y3Nru7JT3d3bPzisHR0/miTTlAU0EYnuRsQwwRULLLeCdVPNiIwE60ST28LvPDFteKIe7DRloSQjxWNOiXVSp2/4SJLqoFb3mt4ceJX4JalDifag9tUfJjSTTFkqiDE930ttmBNtORVsVu1nhqWETsiI9RxVRDIT5vNzZ/jcKUMcJ9qVsniu/p7IiTRmKiPXKYkdm2WvEP/zepmNr8OcqzSzTNHFojgT2Ca4+B0PuWbUiqkjhGrubsV0TDSh1iVUhOAvv7xKgovmTdO7v6y3GmUaFTiFM2iAD1fQgjtoQwAUJvAMr/CGUvSC3tHHonUNlTMn8Afo8wc3H47w</latexit><latexit sha1_base64="hBz6IArKV7uqP8+jHs3Jt1AUHpM=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBF6KrsiqLeCF48VXFtol5JNs21okl2SrFCW/ggvHlS8+n+8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpYIb63nfaG19Y3Nru7JT3d3bPzisHR0/miTTlAU0EYnuRsQwwRULLLeCdVPNiIwE60ST28LvPDFteKIe7DRloSQjxWNOiXVSp2/4SJLqoFb3mt4ceJX4JalDifag9tUfJjSTTFkqiDE930ttmBNtORVsVu1nhqWETsiI9RxVRDIT5vNzZ/jcKUMcJ9qVsniu/p7IiTRmKiPXKYkdm2WvEP/zepmNr8OcqzSzTNHFojgT2Ca4+B0PuWbUiqkjhGrubsV0TDSh1iVUhOAvv7xKgovmTdO7v6y3GmUaFTiFM2iAD1fQgjtoQwAUJvAMr/CGUvSC3tHHonUNlTMn8Afo8wc3H47w</latexit><latexit sha1_base64="hBz6IArKV7uqP8+jHs3Jt1AUHpM=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBF6KrsiqLeCF48VXFtol5JNs21okl2SrFCW/ggvHlS8+n+8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpYIb63nfaG19Y3Nru7JT3d3bPzisHR0/miTTlAU0EYnuRsQwwRULLLeCdVPNiIwE60ST28LvPDFteKIe7DRloSQjxWNOiXVSp2/4SJLqoFb3mt4ceJX4JalDifag9tUfJjSTTFkqiDE930ttmBNtORVsVu1nhqWETsiI9RxVRDIT5vNzZ/jcKUMcJ9qVsniu/p7IiTRmKiPXKYkdm2WvEP/zepmNr8OcqzSzTNHFojgT2Ca4+B0PuWbUiqkjhGrubsV0TDSh1iVUhOAvv7xKgovmTdO7v6y3GmUaFTiFM2iAD1fQgjtoQwAUJvAMr/CGUvSC3tHHonUNlTMn8Afo8wc3H47w</latexit>

tanh

+

ek
<latexit sha1_base64="pSN3NtZ6nag69EvssznEhUTB/nU=">AAAB8nicbVBNS8NAFHzxs9avqkcvi1XwVFIR1FvBi8cKxhaaUDbbl3bpZhN2N0IJ/RtePKh49dd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEqeDauO63s7K6tr6xWdmqbu/s7u3XDg4fdZIphh5LRKK6IdUouETPcCOwmyqkcSiwE45vC7/zhErzRD6YSYpBTIeSR5xRYyXfj6kZhVGO0/64X6u7DXcGskyaJalDiXa/9uUPEpbFKA0TVOte001NkFNlOBM4rfqZxpSyMR1iz1JJY9RBPss8JWdWGZAoUfZJQ2bq742cxlpP4tBOFhn1oleI/3m9zETXQc5lmhmUbH4oygQxCSkKIAOukBkxsYQyxW1WwkZUUWZsTVVbQnPxy8vEu2jcNNz7y3rrtGyjAsdwAufQhCtowR20wQMGKTzDK7w5mfPivDsf89EVp9w5gj9wPn8AxbqRnA==</latexit><latexit sha1_base64="pSN3NtZ6nag69EvssznEhUTB/nU=">AAAB8nicbVBNS8NAFHzxs9avqkcvi1XwVFIR1FvBi8cKxhaaUDbbl3bpZhN2N0IJ/RtePKh49dd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEqeDauO63s7K6tr6xWdmqbu/s7u3XDg4fdZIphh5LRKK6IdUouETPcCOwmyqkcSiwE45vC7/zhErzRD6YSYpBTIeSR5xRYyXfj6kZhVGO0/64X6u7DXcGskyaJalDiXa/9uUPEpbFKA0TVOte001NkFNlOBM4rfqZxpSyMR1iz1JJY9RBPss8JWdWGZAoUfZJQ2bq742cxlpP4tBOFhn1oleI/3m9zETXQc5lmhmUbH4oygQxCSkKIAOukBkxsYQyxW1WwkZUUWZsTVVbQnPxy8vEu2jcNNz7y3rrtGyjAsdwAufQhCtowR20wQMGKTzDK7w5mfPivDsf89EVp9w5gj9wPn8AxbqRnA==</latexit><latexit sha1_base64="pSN3NtZ6nag69EvssznEhUTB/nU=">AAAB8nicbVBNS8NAFHzxs9avqkcvi1XwVFIR1FvBi8cKxhaaUDbbl3bpZhN2N0IJ/RtePKh49dd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEqeDauO63s7K6tr6xWdmqbu/s7u3XDg4fdZIphh5LRKK6IdUouETPcCOwmyqkcSiwE45vC7/zhErzRD6YSYpBTIeSR5xRYyXfj6kZhVGO0/64X6u7DXcGskyaJalDiXa/9uUPEpbFKA0TVOte001NkFNlOBM4rfqZxpSyMR1iz1JJY9RBPss8JWdWGZAoUfZJQ2bq742cxlpP4tBOFhn1oleI/3m9zETXQc5lmhmUbH4oygQxCSkKIAOukBkxsYQyxW1WwkZUUWZsTVVbQnPxy8vEu2jcNNz7y3rrtGyjAsdwAufQhCtowR20wQMGKTzDK7w5mfPivDsf89EVp9w5gj9wPn8AxbqRnA==</latexit> tgapk = 2.4⌧

<latexit sha1_base64="BrSutHLOL8t3qP6QZR1gi4EaTx8=">AAAB+3icbVBNS8NAEN34WetXtEcvi1XwFJJSUA9CwYvHCsYW2hg22027dPPB7kQIof4VLx5UvPpHvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMC1LBFdj2t7Gyura+sVnZqm7v7O7tmweH9yrJJGUuTUQiuwFRTPCYucBBsG4qGYkCwTrB+Hrqdx6ZVDyJ7yBPmReRYcxDTgloyTdr4I8fiiFJJ/gKN6xmH0jmm3XbsmfAy8QpSR2VaPvmV3+Q0CxiMVBBlOo5dgpeQSRwKtik2s8USwkdkyHraRqTiCmvmB0/wadaGeAwkbpiwDP190RBIqXyKNCdEYGRWvSm4n9eL4Pwwit4nGbAYjpfFGYCQ4KnSeABl4yCyDUhVHJ9K6YjIgkFnVdVh+AsvrxM3IZ1adm3zXrrpEyjgo7QMTpDDjpHLXSD2shFFOXoGb2iN+PJeDHejY9564pRztTQHxifP73Zk6E=</latexit><latexit sha1_base64="BrSutHLOL8t3qP6QZR1gi4EaTx8=">AAAB+3icbVBNS8NAEN34WetXtEcvi1XwFJJSUA9CwYvHCsYW2hg22027dPPB7kQIof4VLx5UvPpHvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMC1LBFdj2t7Gyura+sVnZqm7v7O7tmweH9yrJJGUuTUQiuwFRTPCYucBBsG4qGYkCwTrB+Hrqdx6ZVDyJ7yBPmReRYcxDTgloyTdr4I8fiiFJJ/gKN6xmH0jmm3XbsmfAy8QpSR2VaPvmV3+Q0CxiMVBBlOo5dgpeQSRwKtik2s8USwkdkyHraRqTiCmvmB0/wadaGeAwkbpiwDP190RBIqXyKNCdEYGRWvSm4n9eL4Pwwit4nGbAYjpfFGYCQ4KnSeABl4yCyDUhVHJ9K6YjIgkFnVdVh+AsvrxM3IZ1adm3zXrrpEyjgo7QMTpDDjpHLXSD2shFFOXoGb2iN+PJeDHejY9564pRztTQHxifP73Zk6E=</latexit><latexit sha1_base64="BrSutHLOL8t3qP6QZR1gi4EaTx8=">AAAB+3icbVBNS8NAEN34WetXtEcvi1XwFJJSUA9CwYvHCsYW2hg22027dPPB7kQIof4VLx5UvPpHvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMC1LBFdj2t7Gyura+sVnZqm7v7O7tmweH9yrJJGUuTUQiuwFRTPCYucBBsG4qGYkCwTrB+Hrqdx6ZVDyJ7yBPmReRYcxDTgloyTdr4I8fiiFJJ/gKN6xmH0jmm3XbsmfAy8QpSR2VaPvmV3+Q0CxiMVBBlOo5dgpeQSRwKtik2s8USwkdkyHraRqTiCmvmB0/wadaGeAwkbpiwDP190RBIqXyKNCdEYGRWvSm4n9eL4Pwwit4nGbAYjpfFGYCQ4KnSeABl4yCyDUhVHJ9K6YjIgkFnVdVh+AsvrxM3IZ1adm3zXrrpEyjgo7QMTpDDjpHLXSD2shFFOXoGb2iN+PJeDHejY9564pRztTQHxifP73Zk6E=</latexit>

Egap
<latexit sha1_base64="AyAlnlBxPX1bbkpw15SQn8gYtLA=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+RT16WSyCp5KIoN4KInisYGyhDWGz3bRLN5uwuymUkH/ixYOKV3+KN/+NmzYHbR1YGGbe481OmHKmtON8W7W19Y3Nrfp2Y2d3b//APjx6UkkmCfVIwhPZC7GinAnqaaY57aWS4jjktBtObku/O6VSsUQ86llK/RiPBIsYwdpIgW0PYqzHYZTfFUE+wmkR2E2n5cyBVolbkSZU6AT212CYkCymQhOOleq7Tqr9HEvNCKdFY5ApmmIywSPaN1TgmCo/nycv0JlRhihKpHlCo7n6eyPHsVKzODSTZU617JXif14/09G1nzORZpoKsjgUZRzpBJU1oCGTlGg+MwQTyUxWRMZYYqJNWQ1Tgrv85VXiXbRuWs7DZbONqjbqcAKncA4uXEEb7qEDHhCYwjO8wpuVWy/Wu/WxGK1Z1c4x/IH1+QNicZOW</latexit><latexit sha1_base64="AyAlnlBxPX1bbkpw15SQn8gYtLA=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+RT16WSyCp5KIoN4KInisYGyhDWGz3bRLN5uwuymUkH/ixYOKV3+KN/+NmzYHbR1YGGbe481OmHKmtON8W7W19Y3Nrfp2Y2d3b//APjx6UkkmCfVIwhPZC7GinAnqaaY57aWS4jjktBtObku/O6VSsUQ86llK/RiPBIsYwdpIgW0PYqzHYZTfFUE+wmkR2E2n5cyBVolbkSZU6AT212CYkCymQhOOleq7Tqr9HEvNCKdFY5ApmmIywSPaN1TgmCo/nycv0JlRhihKpHlCo7n6eyPHsVKzODSTZU617JXif14/09G1nzORZpoKsjgUZRzpBJU1oCGTlGg+MwQTyUxWRMZYYqJNWQ1Tgrv85VXiXbRuWs7DZbONqjbqcAKncA4uXEEb7qEDHhCYwjO8wpuVWy/Wu/WxGK1Z1c4x/IH1+QNicZOW</latexit><latexit sha1_base64="AyAlnlBxPX1bbkpw15SQn8gYtLA=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+RT16WSyCp5KIoN4KInisYGyhDWGz3bRLN5uwuymUkH/ixYOKV3+KN/+NmzYHbR1YGGbe481OmHKmtON8W7W19Y3Nrfp2Y2d3b//APjx6UkkmCfVIwhPZC7GinAnqaaY57aWS4jjktBtObku/O6VSsUQ86llK/RiPBIsYwdpIgW0PYqzHYZTfFUE+wmkR2E2n5cyBVolbkSZU6AT212CYkCymQhOOleq7Tqr9HEvNCKdFY5ApmmIywSPaN1TgmCo/nycv0JlRhihKpHlCo7n6eyPHsVKzODSTZU617JXif14/09G1nzORZpoKsjgUZRzpBJU1oCGTlGg+MwQTyUxWRMZYYqJNWQ1Tgrv85VXiXbRuWs7DZbONqjbqcAKncA4uXEEb7qEDHhCYwjO8wpuVWy/Wu/WxGK1Z1c4x/IH1+QNicZOW</latexit>

egapk
<latexit sha1_base64="0wziKMt87ymg3wKcZ+HVIzaxD3g=">AAAB+nicbVBNS8NAFNz4WetXrEcvi0XwVBIR1FvBi8cKxhbaGDbbl3bpZhN2N2IJ+StePKh49Zd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEKWdKO863tbK6tr6xWduqb+/s7u3bB417lWSSgkcTnsheSBRwJsDTTHPopRJIHHLohpPr0u8+glQsEXd6moIfk5FgEaNEGymwG4OY6HEY5VAEk4d8RNIisJtOy5kBLxO3Ik1UoRPYX4NhQrMYhKacKNV3nVT7OZGaUQ5FfZApSAmdkBH0DRUkBuXns+wFPjHKEEeJNE9oPFN/b+QkVmoah2ayTKoWvVL8z+tnOrr0cybSTIOg80NRxrFOcFkEHjIJVPOpIYRKZrJiOiaSUG3qqpsS3MUvLxPvrHXVcm7Pm21ctVFDR+gYnSIXXaA2ukEd5CGKntAzekVvVmG9WO/Wx3x0xap2DtEfWJ8/G1iUkw==</latexit><latexit sha1_base64="0wziKMt87ymg3wKcZ+HVIzaxD3g=">AAAB+nicbVBNS8NAFNz4WetXrEcvi0XwVBIR1FvBi8cKxhbaGDbbl3bpZhN2N2IJ+StePKh49Zd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEKWdKO863tbK6tr6xWduqb+/s7u3bB417lWSSgkcTnsheSBRwJsDTTHPopRJIHHLohpPr0u8+glQsEXd6moIfk5FgEaNEGymwG4OY6HEY5VAEk4d8RNIisJtOy5kBLxO3Ik1UoRPYX4NhQrMYhKacKNV3nVT7OZGaUQ5FfZApSAmdkBH0DRUkBuXns+wFPjHKEEeJNE9oPFN/b+QkVmoah2ayTKoWvVL8z+tnOrr0cybSTIOg80NRxrFOcFkEHjIJVPOpIYRKZrJiOiaSUG3qqpsS3MUvLxPvrHXVcm7Pm21ctVFDR+gYnSIXXaA2ukEd5CGKntAzekVvVmG9WO/Wx3x0xap2DtEfWJ8/G1iUkw==</latexit><latexit sha1_base64="0wziKMt87ymg3wKcZ+HVIzaxD3g=">AAAB+nicbVBNS8NAFNz4WetXrEcvi0XwVBIR1FvBi8cKxhbaGDbbl3bpZhN2N2IJ+StePKh49Zd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEKWdKO863tbK6tr6xWduqb+/s7u3bB417lWSSgkcTnsheSBRwJsDTTHPopRJIHHLohpPr0u8+glQsEXd6moIfk5FgEaNEGymwG4OY6HEY5VAEk4d8RNIisJtOy5kBLxO3Ik1UoRPYX4NhQrMYhKacKNV3nVT7OZGaUQ5FfZApSAmdkBH0DRUkBuXns+wFPjHKEEeJNE9oPFN/b+QkVmoah2ayTKoWvVL8z+tnOrr0cybSTIOg80NRxrFOcFkEHjIJVPOpIYRKZrJiOiaSUG3qqpsS3MUvLxPvrHXVcm7Pm21ctVFDR+gYnSIXXaA2ukEd5CGKntAzekVvVmG9WO/Wx3x0xap2DtEfWJ8/G1iUkw==</latexit>

e2⌧
<latexit sha1_base64="JumLxnq9Uebmmsb9BspQoI1XZR4=">AAAB+nicbVBNS8NAFHzxs9avWo9eFovgqSRFUG8FLx4rGFtoQthsN+3SzSbsbsQS8le8eFDx6i/x5r9x0+agrQMLw8x7vNkJU86Utu1va219Y3Nru7ZT393bPzhsHDUfVJJJQl2S8EQOQqwoZ4K6mmlOB6mkOA457YfTm9LvP1KpWCLu9SylfozHgkWMYG2koNH0YqwnYZTTIsg7nsZZETRadtueA60SpyItqNALGl/eKCFZTIUmHCs1dOxU+zmWmhFOi7qXKZpiMsVjOjRU4JgqP59nL9CZUUYoSqR5QqO5+nsjx7FSszg0k2VSteyV4n/eMNPRlZ8zkWaaCrI4FGUc6QSVRaARk5RoPjMEE8lMVkQmWGKiTV11U4Kz/OVV4nba12377qLVRVUbNTiBUzgHBy6hC7fQAxcIPMEzvMKbVVgv1rv1sRhds6qdY/gD6/MH3IKUag==</latexit><latexit sha1_base64="JumLxnq9Uebmmsb9BspQoI1XZR4=">AAAB+nicbVBNS8NAFHzxs9avWo9eFovgqSRFUG8FLx4rGFtoQthsN+3SzSbsbsQS8le8eFDx6i/x5r9x0+agrQMLw8x7vNkJU86Utu1va219Y3Nru7ZT393bPzhsHDUfVJJJQl2S8EQOQqwoZ4K6mmlOB6mkOA457YfTm9LvP1KpWCLu9SylfozHgkWMYG2koNH0YqwnYZTTIsg7nsZZETRadtueA60SpyItqNALGl/eKCFZTIUmHCs1dOxU+zmWmhFOi7qXKZpiMsVjOjRU4JgqP59nL9CZUUYoSqR5QqO5+nsjx7FSszg0k2VSteyV4n/eMNPRlZ8zkWaaCrI4FGUc6QSVRaARk5RoPjMEE8lMVkQmWGKiTV11U4Kz/OVV4nba12377qLVRVUbNTiBUzgHBy6hC7fQAxcIPMEzvMKbVVgv1rv1sRhds6qdY/gD6/MH3IKUag==</latexit><latexit sha1_base64="JumLxnq9Uebmmsb9BspQoI1XZR4=">AAAB+nicbVBNS8NAFHzxs9avWo9eFovgqSRFUG8FLx4rGFtoQthsN+3SzSbsbsQS8le8eFDx6i/x5r9x0+agrQMLw8x7vNkJU86Utu1va219Y3Nru7ZT393bPzhsHDUfVJJJQl2S8EQOQqwoZ4K6mmlOB6mkOA457YfTm9LvP1KpWCLu9SylfozHgkWMYG2koNH0YqwnYZTTIsg7nsZZETRadtueA60SpyItqNALGl/eKCFZTIUmHCs1dOxU+zmWmhFOi7qXKZpiMsVjOjRU4JgqP59nL9CZUUYoSqR5QqO5+nsjx7FSszg0k2VSteyV4n/eMNPRlZ8zkWaaCrI4FGUc6QSVRaARk5RoPjMEE8lMVkQmWGKiTV11U4Kz/OVV4nba12377qLVRVUbNTiBUzgHBy6hC7fQAxcIPMEzvMKbVVgv1rv1sRhds6qdY/gD6/MH3IKUag==</latexit>

e3⌧
<latexit sha1_base64="8N42+X7Y5styCP/kuggSQxpUCQ8=">AAAB+nicbVBNS8NAFHypX7V+xXr0slgETyVVQb0VvHisYLTQhLDZbtqlm03Y3Ygl5K948aDi1V/izX/jps1BWwcWhpn3eLMTppwp7TjfVm1ldW19o77Z2Nre2d2z95v3KskkoS5JeCL7IVaUM0FdzTSn/VRSHIecPoST69J/eKRSsUTc6WlK/RiPBIsYwdpIgd30YqzHYZTTIsjPPI2zIrBbTtuZAS2TTkVaUKEX2F/eMCFZTIUmHCs16Dip9nMsNSOcFg0vUzTFZIJHdGCowDFVfj7LXqBjowxRlEjzhEYz9fdGjmOlpnFoJsukatErxf+8QaajSz9nIs00FWR+KMo40gkqi0BDJinRfGoIJpKZrIiMscREm7oapoTO4peXiXvavmo7t+etLqraqMMhHMEJdOACunADPXCBwBM8wyu8WYX1Yr1bH/PRmlXtHMAfWJ8/3gqUaw==</latexit><latexit sha1_base64="8N42+X7Y5styCP/kuggSQxpUCQ8=">AAAB+nicbVBNS8NAFHypX7V+xXr0slgETyVVQb0VvHisYLTQhLDZbtqlm03Y3Ygl5K948aDi1V/izX/jps1BWwcWhpn3eLMTppwp7TjfVm1ldW19o77Z2Nre2d2z95v3KskkoS5JeCL7IVaUM0FdzTSn/VRSHIecPoST69J/eKRSsUTc6WlK/RiPBIsYwdpIgd30YqzHYZTTIsjPPI2zIrBbTtuZAS2TTkVaUKEX2F/eMCFZTIUmHCs16Dip9nMsNSOcFg0vUzTFZIJHdGCowDFVfj7LXqBjowxRlEjzhEYz9fdGjmOlpnFoJsukatErxf+8QaajSz9nIs00FWR+KMo40gkqi0BDJinRfGoIJpKZrIiMscREm7oapoTO4peXiXvavmo7t+etLqraqMMhHMEJdOACunADPXCBwBM8wyu8WYX1Yr1bH/PRmlXtHMAfWJ8/3gqUaw==</latexit><latexit sha1_base64="8N42+X7Y5styCP/kuggSQxpUCQ8=">AAAB+nicbVBNS8NAFHypX7V+xXr0slgETyVVQb0VvHisYLTQhLDZbtqlm03Y3Ygl5K948aDi1V/izX/jps1BWwcWhpn3eLMTppwp7TjfVm1ldW19o77Z2Nre2d2z95v3KskkoS5JeCL7IVaUM0FdzTSn/VRSHIecPoST69J/eKRSsUTc6WlK/RiPBIsYwdpIgd30YqzHYZTTIsjPPI2zIrBbTtuZAS2TTkVaUKEX2F/eMCFZTIUmHCs16Dip9nMsNSOcFg0vUzTFZIJHdGCowDFVfj7LXqBjowxRlEjzhEYz9fdGjmOlpnFoJsukatErxf+8QaajSz9nIs00FWR+KMo40gkqi0BDJinRfGoIJpKZrIiMscREm7oapoTO4peXiXvavmo7t+etLqraqMMhHMEJdOACunADPXCBwBM8wyu8WYX1Yr1bH/PRmlXtHMAfWJ8/3gqUaw==</latexit>

wk = 0.4
<latexit sha1_base64="UMYYLLWrXSWUSZwE4XswgJISNes=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikoB6EghePFYyttKFstpt26e4m7G6UEvorvHhQ8erf8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzL0o508bzvp3Syura+kZ5s7K1vbO7V90/uNdJpggNSMIT1Y6wppxJGhhmOG2nimIRcdqKRtdTv/VIlWaJvDPjlIYCDySLGcHGSg9PvRG6Qp5b71VrnuvNgJaJX5AaFGj2ql/dfkIyQaUhHGvd8b3UhDlWhhFOJ5VupmmKyQgPaMdSiQXVYT47eIJOrNJHcaJsSYNm6u+JHAutxyKynQKboV70puJ/Xicz8UWYM5lmhkoyXxRnHJkETb9HfaYoMXxsCSaK2VsRGWKFibEZVWwI/uLLyyQ4cy9d77Zea6AijTIcwTGcgg/n0IAbaEIABAQ8wyu8Ocp5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fRnyO1Q==</latexit><latexit sha1_base64="UMYYLLWrXSWUSZwE4XswgJISNes=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikoB6EghePFYyttKFstpt26e4m7G6UEvorvHhQ8erf8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzL0o508bzvp3Syura+kZ5s7K1vbO7V90/uNdJpggNSMIT1Y6wppxJGhhmOG2nimIRcdqKRtdTv/VIlWaJvDPjlIYCDySLGcHGSg9PvRG6Qp5b71VrnuvNgJaJX5AaFGj2ql/dfkIyQaUhHGvd8b3UhDlWhhFOJ5VupmmKyQgPaMdSiQXVYT47eIJOrNJHcaJsSYNm6u+JHAutxyKynQKboV70puJ/Xicz8UWYM5lmhkoyXxRnHJkETb9HfaYoMXxsCSaK2VsRGWKFibEZVWwI/uLLyyQ4cy9d77Zea6AijTIcwTGcgg/n0IAbaEIABAQ8wyu8Ocp5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fRnyO1Q==</latexit><latexit sha1_base64="UMYYLLWrXSWUSZwE4XswgJISNes=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikoB6EghePFYyttKFstpt26e4m7G6UEvorvHhQ8erf8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzL0o508bzvp3Syura+kZ5s7K1vbO7V90/uNdJpggNSMIT1Y6wppxJGhhmOG2nimIRcdqKRtdTv/VIlWaJvDPjlIYCDySLGcHGSg9PvRG6Qp5b71VrnuvNgJaJX5AaFGj2ql/dfkIyQaUhHGvd8b3UhDlWhhFOJ5VupmmKyQgPaMdSiQXVYT47eIJOrNJHcaJsSYNm6u+JHAutxyKynQKboV70puJ/Xicz8UWYM5lmhkoyXxRnHJkETb9HfaYoMXxsCSaK2VsRGWKFibEZVWwI/uLLyyQ4cy9d77Zea6AijTIcwTGcgg/n0IAbaEIABAQ8wyu8Ocp5cd6dj3lrySlmDuEPnM8fRnyO1Q==</latexit>

1� wk

= 0.6
<latexit sha1_base64="4kOGkmw9rBjWq4aMZ383hdZpcJ0=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV42vWJduBovFjSER8bEQCm5cVjC20IQwmU7aoZNJmJmoJfRX3LhQceuXuPNvnLZZaOuBC4dz7uXee6KMUakc59uoLC2vrK5V182Nza3tHWu3di/TXGDi4ZSlohMhSRjlxFNUMdLJBEFJxEg7Gl5P/PYDEZKm/E6NMhIkqM9pTDFSWgqtWgO6x/AxHELfNxtX0LHPQqvu2M4UcJG4JamDEq3Q+vJ7Kc4TwhVmSMqu62QqKJBQFDMyNv1ckgzhIeqTrqYcJUQGxfT2MTzUSg/GqdDFFZyqvycKlEg5SiLdmSA1kPPeRPzP6+YqvggKyrNcEY5ni+KcQZXCSRCwRwXBio00QVhQfSvEAyQQVjouU4fgzr+8SLwT+9J2bk/rTVimUQX74AAcARecgya4AS3gAQyewDN4BW/G2Hgx3o2PWWvFKGf2wB8Ynz+s5ZEO</latexit><latexit sha1_base64="4kOGkmw9rBjWq4aMZ383hdZpcJ0=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV42vWJduBovFjSER8bEQCm5cVjC20IQwmU7aoZNJmJmoJfRX3LhQceuXuPNvnLZZaOuBC4dz7uXee6KMUakc59uoLC2vrK5V182Nza3tHWu3di/TXGDi4ZSlohMhSRjlxFNUMdLJBEFJxEg7Gl5P/PYDEZKm/E6NMhIkqM9pTDFSWgqtWgO6x/AxHELfNxtX0LHPQqvu2M4UcJG4JamDEq3Q+vJ7Kc4TwhVmSMqu62QqKJBQFDMyNv1ckgzhIeqTrqYcJUQGxfT2MTzUSg/GqdDFFZyqvycKlEg5SiLdmSA1kPPeRPzP6+YqvggKyrNcEY5ni+KcQZXCSRCwRwXBio00QVhQfSvEAyQQVjouU4fgzr+8SLwT+9J2bk/rTVimUQX74AAcARecgya4AS3gAQyewDN4BW/G2Hgx3o2PWWvFKGf2wB8Ynz+s5ZEO</latexit><latexit sha1_base64="4kOGkmw9rBjWq4aMZ383hdZpcJ0=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV42vWJduBovFjSER8bEQCm5cVjC20IQwmU7aoZNJmJmoJfRX3LhQceuXuPNvnLZZaOuBC4dz7uXee6KMUakc59uoLC2vrK5V182Nza3tHWu3di/TXGDi4ZSlohMhSRjlxFNUMdLJBEFJxEg7Gl5P/PYDEZKm/E6NMhIkqM9pTDFSWgqtWgO6x/AxHELfNxtX0LHPQqvu2M4UcJG4JamDEq3Q+vJ7Kc4TwhVmSMqu62QqKJBQFDMyNv1ckgzhIeqTrqYcJUQGxfT2MTzUSg/GqdDFFZyqvycKlEg5SiLdmSA1kPPeRPzP6+YqvggKyrNcEY5ni+KcQZXCSRCwRwXBio00QVhQfSvEAyQQVjouU4fgzr+8SLwT+9J2bk/rTVimUQX74AAcARecgya4AS3gAQyewDN4BW/G2Hgx3o2PWWvFKGf2wB8Ynz+s5ZEO</latexit>

egapk
<latexit sha1_base64="0wziKMt87ymg3wKcZ+HVIzaxD3g=">AAAB+nicbVBNS8NAFNz4WetXrEcvi0XwVBIR1FvBi8cKxhbaGDbbl3bpZhN2N2IJ+StePKh49Zd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEKWdKO863tbK6tr6xWduqb+/s7u3bB417lWSSgkcTnsheSBRwJsDTTHPopRJIHHLohpPr0u8+glQsEXd6moIfk5FgEaNEGymwG4OY6HEY5VAEk4d8RNIisJtOy5kBLxO3Ik1UoRPYX4NhQrMYhKacKNV3nVT7OZGaUQ5FfZApSAmdkBH0DRUkBuXns+wFPjHKEEeJNE9oPFN/b+QkVmoah2ayTKoWvVL8z+tnOrr0cybSTIOg80NRxrFOcFkEHjIJVPOpIYRKZrJiOiaSUG3qqpsS3MUvLxPvrHXVcm7Pm21ctVFDR+gYnSIXXaA2ukEd5CGKntAzekVvVmG9WO/Wx3x0xap2DtEfWJ8/G1iUkw==</latexit><latexit sha1_base64="0wziKMt87ymg3wKcZ+HVIzaxD3g=">AAAB+nicbVBNS8NAFNz4WetXrEcvi0XwVBIR1FvBi8cKxhbaGDbbl3bpZhN2N2IJ+StePKh49Zd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEKWdKO863tbK6tr6xWduqb+/s7u3bB417lWSSgkcTnsheSBRwJsDTTHPopRJIHHLohpPr0u8+glQsEXd6moIfk5FgEaNEGymwG4OY6HEY5VAEk4d8RNIisJtOy5kBLxO3Ik1UoRPYX4NhQrMYhKacKNV3nVT7OZGaUQ5FfZApSAmdkBH0DRUkBuXns+wFPjHKEEeJNE9oPFN/b+QkVmoah2ayTKoWvVL8z+tnOrr0cybSTIOg80NRxrFOcFkEHjIJVPOpIYRKZrJiOiaSUG3qqpsS3MUvLxPvrHXVcm7Pm21ctVFDR+gYnSIXXaA2ukEd5CGKntAzekVvVmG9WO/Wx3x0xap2DtEfWJ8/G1iUkw==</latexit><latexit sha1_base64="0wziKMt87ymg3wKcZ+HVIzaxD3g=">AAAB+nicbVBNS8NAFNz4WetXrEcvi0XwVBIR1FvBi8cKxhbaGDbbl3bpZhN2N2IJ+StePKh49Zd489+4aXPQ1oGFYeY93uyEKWdKO863tbK6tr6xWduqb+/s7u3bB417lWSSgkcTnsheSBRwJsDTTHPopRJIHHLohpPr0u8+glQsEXd6moIfk5FgEaNEGymwG4OY6HEY5VAEk4d8RNIisJtOy5kBLxO3Ik1UoRPYX4NhQrMYhKacKNV3nVT7OZGaUQ5FfZApSAmdkBH0DRUkBuXns+wFPjHKEEeJNE9oPFN/b+QkVmoah2ayTKoWvVL8z+tnOrr0cybSTIOg80NRxrFOcFkEHjIJVPOpIYRKZrJiOiaSUG3qqpsS3MUvLxPvrHXVcm7Pm21ctVFDR+gYnSIXXaA2ukEd5CGKntAzekVvVmG9WO/Wx3x0xap2DtEfWJ8/G1iUkw==</latexit>

�
<latexit sha1_base64="hBz6IArKV7uqP8+jHs3Jt1AUHpM=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBF6KrsiqLeCF48VXFtol5JNs21okl2SrFCW/ggvHlS8+n+8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpYIb63nfaG19Y3Nru7JT3d3bPzisHR0/miTTlAU0EYnuRsQwwRULLLeCdVPNiIwE60ST28LvPDFteKIe7DRloSQjxWNOiXVSp2/4SJLqoFb3mt4ceJX4JalDifag9tUfJjSTTFkqiDE930ttmBNtORVsVu1nhqWETsiI9RxVRDIT5vNzZ/jcKUMcJ9qVsniu/p7IiTRmKiPXKYkdm2WvEP/zepmNr8OcqzSzTNHFojgT2Ca4+B0PuWbUiqkjhGrubsV0TDSh1iVUhOAvv7xKgovmTdO7v6y3GmUaFTiFM2iAD1fQgjtoQwAUJvAMr/CGUvSC3tHHonUNlTMn8Afo8wc3H47w</latexit><latexit sha1_base64="hBz6IArKV7uqP8+jHs3Jt1AUHpM=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBF6KrsiqLeCF48VXFtol5JNs21okl2SrFCW/ggvHlS8+n+8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpYIb63nfaG19Y3Nru7JT3d3bPzisHR0/miTTlAU0EYnuRsQwwRULLLeCdVPNiIwE60ST28LvPDFteKIe7DRloSQjxWNOiXVSp2/4SJLqoFb3mt4ceJX4JalDifag9tUfJjSTTFkqiDE930ttmBNtORVsVu1nhqWETsiI9RxVRDIT5vNzZ/jcKUMcJ9qVsniu/p7IiTRmKiPXKYkdm2WvEP/zepmNr8OcqzSzTNHFojgT2Ca4+B0PuWbUiqkjhGrubsV0TDSh1iVUhOAvv7xKgovmTdO7v6y3GmUaFTiFM2iAD1fQgjtoQwAUJvAMr/CGUvSC3tHHonUNlTMn8Afo8wc3H47w</latexit><latexit sha1_base64="hBz6IArKV7uqP8+jHs3Jt1AUHpM=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBF6KrsiqLeCF48VXFtol5JNs21okl2SrFCW/ggvHlS8+n+8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXpYIb63nfaG19Y3Nru7JT3d3bPzisHR0/miTTlAU0EYnuRsQwwRULLLeCdVPNiIwE60ST28LvPDFteKIe7DRloSQjxWNOiXVSp2/4SJLqoFb3mt4ceJX4JalDifag9tUfJjSTTFkqiDE930ttmBNtORVsVu1nhqWETsiI9RxVRDIT5vNzZ/jcKUMcJ9qVsniu/p7IiTRmKiPXKYkdm2WvEP/zepmNr8OcqzSzTNHFojgT2Ca4+B0PuWbUiqkjhGrubsV0TDSh1iVUhOAvv7xKgovmTdO7v6y3GmUaFTiFM2iAD1fQgjtoQwAUJvAMr/CGUvSC3tHHonUNlTMn8Afo8wc3H47w</latexit>

Time Gap 
Encoding

��

+⇥ ⇥

0⌧
<latexit sha1_base64="dzsQMH/ZgELaoaJQPciVxsnTPEM=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG8FLx4rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+hu8eFDx6h/y5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx49miTTjPsskYnuhtRwKRT3UaDk3VRzGoeSd8LJbeF3nrg2IlEPOE15ENOREpFgFK3ku32k2aDecJvuHGSVeCVpQIn2oP7VHyYsi7lCJqkxPc9NMcipRsEkn9X6meEpZRM64j1LFY25CfL5sTNyZpUhiRJtSyGZq78nchobM41D2xlTHJtlrxD/83oZRtdBLlSaIVdssSjKJMGEFJ+TodCcoZxaQpkW9lbCxlRThjafmg3BW355lfgXzZume3/ZaJEyjSqcwCmcgwdX0II7aIMPDAQ8wyu8Ocp5cd6dj0VrxSlnjuEPnM8f8gCOMw==</latexit><latexit sha1_base64="dzsQMH/ZgELaoaJQPciVxsnTPEM=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG8FLx4rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+hu8eFDx6h/y5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx49miTTjPsskYnuhtRwKRT3UaDk3VRzGoeSd8LJbeF3nrg2IlEPOE15ENOREpFgFK3ku32k2aDecJvuHGSVeCVpQIn2oP7VHyYsi7lCJqkxPc9NMcipRsEkn9X6meEpZRM64j1LFY25CfL5sTNyZpUhiRJtSyGZq78nchobM41D2xlTHJtlrxD/83oZRtdBLlSaIVdssSjKJMGEFJ+TodCcoZxaQpkW9lbCxlRThjafmg3BW355lfgXzZume3/ZaJEyjSqcwCmcgwdX0II7aIMPDAQ8wyu8Ocp5cd6dj0VrxSlnjuEPnM8f8gCOMw==</latexit><latexit sha1_base64="dzsQMH/ZgELaoaJQPciVxsnTPEM=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG8FLx4rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+hu8eFDx6h/y5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx49miTTjPsskYnuhtRwKRT3UaDk3VRzGoeSd8LJbeF3nrg2IlEPOE15ENOREpFgFK3ku32k2aDecJvuHGSVeCVpQIn2oP7VHyYsi7lCJqkxPc9NMcipRsEkn9X6meEpZRM64j1LFY25CfL5sTNyZpUhiRJtSyGZq78nchobM41D2xlTHJtlrxD/83oZRtdBLlSaIVdssSjKJMGEFJ+TodCcoZxaQpkW9lbCxlRThjafmg3BW355lfgXzZume3/ZaJEyjSqcwCmcgwdX0II7aIMPDAQ8wyu8Ocp5cd6dj0VrxSlnjuEPnM8f8gCOMw==</latexit>

1⌧
<latexit sha1_base64="+yWquE06vhM+dAuAuyRrLwj+jt8=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG8FLx4rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+hu8eFDx6h/y5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx49miTTjPsskYnuhtRwKRT3UaDk3VRzGoeSd8LJbeF3nrg2IlEPOE15ENOREpFgFK3ke32k2aDecJvuHGSVeCVpQIn2oP7VHyYsi7lCJqkxPc9NMcipRsEkn9X6meEpZRM64j1LFY25CfL5sTNyZpUhiRJtSyGZq78nchobM41D2xlTHJtlrxD/83oZRtdBLlSaIVdssSjKJMGEFJ+TodCcoZxaQpkW9lbCxlRThjafmg3BW355lfgXzZume3/ZaJEyjSqcwCmcgwdX0II7aIMPDAQ8wyu8Ocp5cd6dj0VrxSlnjuEPnM8f84eONA==</latexit><latexit sha1_base64="+yWquE06vhM+dAuAuyRrLwj+jt8=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG8FLx4rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+hu8eFDx6h/y5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx49miTTjPsskYnuhtRwKRT3UaDk3VRzGoeSd8LJbeF3nrg2IlEPOE15ENOREpFgFK3ke32k2aDecJvuHGSVeCVpQIn2oP7VHyYsi7lCJqkxPc9NMcipRsEkn9X6meEpZRM64j1LFY25CfL5sTNyZpUhiRJtSyGZq78nchobM41D2xlTHJtlrxD/83oZRtdBLlSaIVdssSjKJMGEFJ+TodCcoZxaQpkW9lbCxlRThjafmg3BW355lfgXzZume3/ZaJEyjSqcwCmcgwdX0II7aIMPDAQ8wyu8Ocp5cd6dj0VrxSlnjuEPnM8f84eONA==</latexit><latexit sha1_base64="+yWquE06vhM+dAuAuyRrLwj+jt8=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG8FLx4rGFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+hu8eFDx6h/y5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx49miTTjPsskYnuhtRwKRT3UaDk3VRzGoeSd8LJbeF3nrg2IlEPOE15ENOREpFgFK3ke32k2aDecJvuHGSVeCVpQIn2oP7VHyYsi7lCJqkxPc9NMcipRsEkn9X6meEpZRM64j1LFY25CfL5sTNyZpUhiRJtSyGZq78nchobM41D2xlTHJtlrxD/83oZRtdBLlSaIVdssSjKJMGEFJ+TodCcoZxaQpkW9lbCxlRThjafmg3BW355lfgXzZume3/ZaJEyjSqcwCmcgwdX0II7aIMPDAQ8wyu8Ocp5cd6dj0VrxSlnjuEPnM8f84eONA==</latexit>

2⌧
<latexit sha1_base64="lV7AbMdiCNOG0KssZ9YCfYyJ/x4=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKUL0VvHisYGyhDWWz3bRLN5uwOxFK6G/w4kHFq3/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzyaJJMM+6zRCa6G1LDpVDcR4GSd1PNaRxK3gknt3O/88S1EYl6wGnKg5iOlIgEo2glv9FHmg2qNbfuLkDWiVeQGhRoD6pf/WHCspgrZJIa0/PcFIOcahRM8lmlnxmeUjahI96zVNGYmyBfHDsjF1YZkijRthSShfp7IqexMdM4tJ0xxbFZ9ebif14vw+g6yIVKM+SKLRdFmSSYkPnnZCg0ZyinllCmhb2VsDHVlKHNp2JD8FZfXid+o35Td++vai1SpFGGMziHS/CgCS24gzb4wEDAM7zCm6OcF+fd+Vi2lpxi5hT+wPn8AfUOjjU=</latexit><latexit sha1_base64="lV7AbMdiCNOG0KssZ9YCfYyJ/x4=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKUL0VvHisYGyhDWWz3bRLN5uwOxFK6G/w4kHFq3/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzyaJJMM+6zRCa6G1LDpVDcR4GSd1PNaRxK3gknt3O/88S1EYl6wGnKg5iOlIgEo2glv9FHmg2qNbfuLkDWiVeQGhRoD6pf/WHCspgrZJIa0/PcFIOcahRM8lmlnxmeUjahI96zVNGYmyBfHDsjF1YZkijRthSShfp7IqexMdM4tJ0xxbFZ9ebif14vw+g6yIVKM+SKLRdFmSSYkPnnZCg0ZyinllCmhb2VsDHVlKHNp2JD8FZfXid+o35Td++vai1SpFGGMziHS/CgCS24gzb4wEDAM7zCm6OcF+fd+Vi2lpxi5hT+wPn8AfUOjjU=</latexit><latexit sha1_base64="lV7AbMdiCNOG0KssZ9YCfYyJ/x4=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKUL0VvHisYGyhDWWz3bRLN5uwOxFK6G/w4kHFq3/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzyaJJMM+6zRCa6G1LDpVDcR4GSd1PNaRxK3gknt3O/88S1EYl6wGnKg5iOlIgEo2glv9FHmg2qNbfuLkDWiVeQGhRoD6pf/WHCspgrZJIa0/PcFIOcahRM8lmlnxmeUjahI96zVNGYmyBfHDsjF1YZkijRthSShfp7IqexMdM4tJ0xxbFZ9ebif14vw+g6yIVKM+SKLRdFmSSYkPnnZCg0ZyinllCmhb2VsDHVlKHNp2JD8FZfXid+o35Td++vai1SpFGGMziHS/CgCS24gzb4wEDAM7zCm6OcF+fd+Vi2lpxi5hT+wPn8AfUOjjU=</latexit>

3⌧
<latexit sha1_base64="FQVws+k1UOPs4++Lj4Q+4jNoEtY=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oN4KXjxWMLbQhrLZbtqlm03YnQgl9Dd48aDi1T/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEph0HW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTx6NEmmGfdZIhPdCanhUijuo0DJO6nmNA4lb4fj25nffuLaiEQ94CTlQUyHSkSCUbSSf9lDmvWrNbfuzkFWiVeQGhRo9atfvUHCspgrZJIa0/XcFIOcahRM8mmllxmeUjamQ961VNGYmyCfHzslZ1YZkCjRthSSufp7IqexMZM4tJ0xxZFZ9mbif143w+g6yIVKM+SKLRZFmSSYkNnnZCA0ZygnllCmhb2VsBHVlKHNp2JD8JZfXiX+Rf2m7t43ak1SpFGGEziFc/DgCppwBy3wgYGAZ3iFN0c5L86787FoLTnFzDH8gfP5A/aVjjY=</latexit><latexit sha1_base64="FQVws+k1UOPs4++Lj4Q+4jNoEtY=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oN4KXjxWMLbQhrLZbtqlm03YnQgl9Dd48aDi1T/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEph0HW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTx6NEmmGfdZIhPdCanhUijuo0DJO6nmNA4lb4fj25nffuLaiEQ94CTlQUyHSkSCUbSSf9lDmvWrNbfuzkFWiVeQGhRo9atfvUHCspgrZJIa0/XcFIOcahRM8mmllxmeUjamQ961VNGYmyCfHzslZ1YZkCjRthSSufp7IqexMZM4tJ0xxZFZ9mbif143w+g6yIVKM+SKLRZFmSSYkNnnZCA0ZygnllCmhb2VsBHVlKHNp2JD8JZfXiX+Rf2m7t43ak1SpFGGEziFc/DgCppwBy3wgYGAZ3iFN0c5L86787FoLTnFzDH8gfP5A/aVjjY=</latexit><latexit sha1_base64="FQVws+k1UOPs4++Lj4Q+4jNoEtY=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oN4KXjxWMLbQhrLZbtqlm03YnQgl9Dd48aDi1T/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEph0HW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTx6NEmmGfdZIhPdCanhUijuo0DJO6nmNA4lb4fj25nffuLaiEQ94CTlQUyHSkSCUbSSf9lDmvWrNbfuzkFWiVeQGhRo9atfvUHCspgrZJIa0/XcFIOcahRM8mmllxmeUjamQ961VNGYmyCfHzslZ1YZkCjRthSSufp7IqexMZM4tJ0xxZFZ9mbif143w+g6yIVKM+SKLRZFmSSYkNnnZCA0ZygnllCmhb2VsBHVlKHNp2JD8JZfXiX+Rf2m7t43ak1SpFGGEziFc/DgCppwBy3wgYGAZ3iFN0c5L86787FoLTnFzDH8gfP5A/aVjjY=</latexit>

G⌧
<latexit sha1_base64="EDHkZHRd+ze5z+dzefSLOvvot94=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqN4KHvRYwdhCG8pmu2mXbjZhdyKU0N/gxYOKV/+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSqFQdf9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fDo0SSZZtxniUx0J6SGS6G4jwIl76Sa0ziUvB2Ob2Z++4lrIxL1gJOUBzEdKhEJRtFK/m0Padav1ty6OwdZJV5BalCg1a9+9QYJy2KukElqTNdzUwxyqlEwyaeVXmZ4StmYDnnXUkVjboJ8fuyUnFllQKJE21JI5urviZzGxkzi0HbGFEdm2ZuJ/3ndDKOrIBcqzZArtlgUZZJgQmafk4HQnKGcWEKZFvZWwkZUU4Y2n4oNwVt+eZX4F/Xrunt/WWuSIo0ynMApnIMHDWjCHbTABwYCnuEV3hzlvDjvzseiteQUM8fwB87nDxUwjko=</latexit><latexit sha1_base64="EDHkZHRd+ze5z+dzefSLOvvot94=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqN4KHvRYwdhCG8pmu2mXbjZhdyKU0N/gxYOKV/+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSqFQdf9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fDo0SSZZtxniUx0J6SGS6G4jwIl76Sa0ziUvB2Ob2Z++4lrIxL1gJOUBzEdKhEJRtFK/m0Padav1ty6OwdZJV5BalCg1a9+9QYJy2KukElqTNdzUwxyqlEwyaeVXmZ4StmYDnnXUkVjboJ8fuyUnFllQKJE21JI5urviZzGxkzi0HbGFEdm2ZuJ/3ndDKOrIBcqzZArtlgUZZJgQmafk4HQnKGcWEKZFvZWwkZUU4Y2n4oNwVt+eZX4F/Xrunt/WWuSIo0ynMApnIMHDWjCHbTABwYCnuEV3hzlvDjvzseiteQUM8fwB87nDxUwjko=</latexit><latexit sha1_base64="EDHkZHRd+ze5z+dzefSLOvvot94=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqN4KHvRYwdhCG8pmu2mXbjZhdyKU0N/gxYOKV/+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSqFQdf9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fDo0SSZZtxniUx0J6SGS6G4jwIl76Sa0ziUvB2Ob2Z++4lrIxL1gJOUBzEdKhEJRtFK/m0Padav1ty6OwdZJV5BalCg1a9+9QYJy2KukElqTNdzUwxyqlEwyaeVXmZ4StmYDnnXUkVjboJ8fuyUnFllQKJE21JI5urviZzGxkzi0HbGFEdm2ZuJ/3ndDKOrIBcqzZArtlgUZZJgQmafk4HQnKGcWEKZFvZWwkZUU4Y2n4oNwVt+eZX4F/Xrunt/WWuSIo0ynMApnIMHDWjCHbTABwYCnuEV3hzlvDjvzseiteQUM8fwB87nDxUwjko=</latexit>



基于深度学习的轨迹数据挖掘关键技术研究 

 32 

𝒊𝒌
𝒑 = �

𝑡2
�<j

𝜏 � ; 	𝒊𝒌𝒔 = �
𝑡2
�<j

𝜏 � ; 	𝑤2 =
𝑡2
�<j

𝜏 − 𝑖2
j; 

 𝑒2
�<j = (1 − 𝑤2) ⋅ 𝒊𝒌

𝒑 ⋅ 𝐄𝐠𝐚𝐩 + 𝑤2 ⋅ 𝒊𝒌𝒔 ⋅ 𝐄𝒈𝒂𝒑  (3.6) 

其中，𝒊𝒌
𝒑
和𝒊𝒌𝒔分别是它前后两个时间断点的索引，向量𝒊𝒌

𝒑
和𝒊𝒌𝒔则是索引所对应的

one-hot 编码。𝐄�A� ∈ R(£O.)×¥¦§¨是G + 1个时间断点的向量表示矩阵。图 3.5 举

例说明了 tGRU 对于时间间隔的编码，假设𝑡2
�<j = 2.4𝜏，那么时间间隔编码就是

𝑒0«和𝑒¬«的带权线性拼接，而这里的权重𝑤2 = 0.4。 

时间间隔的编码与基于 GRU 的时序关系编码融合得到第 k 条记录的隐含状

态，即融合 GRU 输出ℎ2®和时间间隔编码向量𝑒2
�<j

。tGRU 循环神经网络单元在

处理轨迹中的第 k 条记录𝑟2时，执行如下计算生成其隐含状态ℎ2: 

ℎ2® = GRU(𝑒2, ℎ2Y.); 

 ℎ2 = ℎ2® + 𝑒2
�<j (3.7) 

对于一条记录𝑟2，TrajCom 采用双向 RNN 来获得这两个隐含状态表示ℎ2°°°°⃑和

ℎ2°⃐°°°。假设 tGRU 的隐含状态的大小为ℎ，那么对于记录𝑟2的表示向量𝑣2=[ℎ2°°°°⃑，ℎ2°⃐°°°]

是长度为2ℎ的向量，该向量包含当前处理轨迹的序列信息及局部的时间间隔信

息。 

3.2.4  缺失位置估计 

本文基于上述轨迹记录表示向量，提出了流行度加权的注意力机制

（popularity-weighted attention）。该机制将表示向量作为输入，通过注意力机制

从候选位置中选取估计结果。受 Vaswani 等（2017）启发，本文采用了多头注意

力机制（multi-head attention）来提升位置轨迹精度。流行度加权的注意力机制计

算过程如下： 

𝑠´ = 𝑔(𝑙´) ⋅ (𝑓µ ⊗ F;<[𝑧]); 

𝑠 = [𝑠., … , 𝑠¹]; 

Pº = σ([𝑠., … , 𝑠¹]); 

Pº® = 𝑚𝑒𝑎𝑛_𝑏𝑦_ℎ𝑒𝑎𝑑𝑠(Pº); 
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 P¿ = 𝑠𝑢𝑚_𝑜𝑣𝑒𝑟_𝑙𝑜𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(Pº®); (3.8) 

其中，F;<[𝑧]是第z条记录的表示向量所对应的第F个 head 的张量，𝑔(𝑙´)则是

𝑙´的流行度权重，⊗操作则是矩阵点乘操作，σ(. )是softmax操作，Pº则是 multi-

head 的概率分布，Pº®是Z条记录的总概率，P¿是到达某个地点L:A的访问概率。最

终选择P¿中概率值中最高的位置作为对缺失位置的估计。 

3.2.5  参数优化 

 

算法 3.1：TrajCom 训练算法 

输入： 
轨迹训练集 D，筛选模型初始参数ΘÆ，编码器初始参数ΘÇ， 

输出： 
优化后的参数ΘÆ及ΘÇ 

1:   for ∀	T:A, 𝑡∗ ∈ 𝐷 do 
2:      产生L:A和T:A；设定计数器count = 0 
3:      while 𝑙∗不在L:A  and count < η do 
4:																			ΘÆ ← ΘÆ − 𝑙𝑟Ë ⋅ 𝛻JÎ 
5:        更新L:A和T:A 
6:        计数器count = count + 1 
7:      end while  
8:							ΘÇ ← ΘÇ − 𝑙𝑟Ï ⋅ 𝛻JÐ 
9:   end for 
10:  return ΘÆ, ΘÇ 

TrajCom 中，给定任意一个训练样本(𝑇;<, 𝑡∗) → 𝑙∗，方法训练的损失包含了两

个部分：（1）位置过滤损失JÎ用来鼓励目标位置𝑙∗	位于选择的候选位置L:A中；（2）

位置估计损失JÐ可以保证𝑙∗在P¿中的概率高。TrajCom 使用了交叉熵损失（cross-

entropy loss）来优化这两部分。其中JÎ和JÐ的形式定义如下： 

 JÎ = − logoPÒ[𝑙∗]p − ∑ logo1 − PÒ[𝑙]pt∈ÒÔ§\t∗
+ Ö×

0
Ø|Θw|Ø

0  

 JÐ = − log(P¿[𝑙∗]) − ∑ log(1 − PÒ[𝑙])t∈ÒÔ§\t∗ + ÖÙ
0
Ø|ΘÚ|Ø

0 (3.8) 

其中，PÒ是有 NCF 模型产生的L:A的概率分布，P¿则是L:A的概率分布。λ.和

λ0则是两个正则项参数。损失函数中ΘÆ和ΘÇ表示在 NCF 和 RNN 编码器中所有
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可以训练的参数。为了使得 TrajCom 中的所有参数可以以端到端的方式训练，本

文提出了如下的参数学习算法： 

如算法 3.1 所示，对于每个训练样本，首先判断地点𝑙∗是否在 NCF 的前 P 个

位置。如果𝑙∗在L:A中，TrajCom 仅仅需要优化JÐ。否则，TrajCom 首先优化JÎ并且

更新ΘÆ，直到𝑙∗ ∈ L:A或者到达了最大迭代数目𝜂，然后再优化JÐ。TrajCom 使用

RMSprop（Kurbiel 和 Khaleghian. 2017）优化位置筛选模型，并基于 BPTT 算法

学习参数ΘÇ。通过上述学习算法，TrajCom 可以实现端到端（end-to-end）地训练

模型参数。 

3.3  性能评估 

为了评估 TrajCom 的准确率，我们在四个真实轨迹数据集进行实验，并对比

了八种已有的轨迹补全方法。本节首先介绍了实验设置，然后展示并分析了实验

结果。 

3.3.1  实验设置 

本节首先介绍了用于评测 TrajCom 方法的数据集，然后介绍了对比方法及评

价指标，最后介绍了实验中用的到的参数设置。 

3.3.1.1  实验数据 

用于实验的四个公开数据集分别是：Foursquare in Tokyo(TKY)、Foursquare 

in United States(US)、GeoTweets、Geolife。图 3.6 和图 3.7 展示了这些数据集的

数据分布和统计信息。 

 
图 3. 6 数据集时间-空间约束函数 

Figure 3. 6 Distributions of different datasets 
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图 3. 7 数据集轨迹数量分布 

Figure 3. 7 Quantiles of different datasets 

表 3. 2 数据集统计数据 
Table 3. 2 Statistics of four datasets 

数据集 目标数量 位置数量 轨迹数量 平均长度 平均间隔 

Foursquare（东京） 1083 38333 10k 12 2.3h 

Foursquare（美国） 50813 501900 126k 8 3.1h 

GeoTweets（洛杉矶） 3401 67210 13k 11 2.7h 

Geolife（北京） 69 40000 8.5k 24 0.1h 

Foursquare 数据集带有用户访问的 POI 信息，因此可以直接利用 POI 作为位

置补全轨迹。对于 GeoTweets 和 Geolife 数据集，本文将轨迹所在空间区域划分

为 500 米×500 米的网格，每个网格作为一个位置。预处理过程中，我们删除了

上述所有数据集中位置记录低于 3 条的轨迹和记录少于 5 条的用户。训练数据方

面，本文随机逐个删除原始轨迹中的记录，并将删除后的轨迹作为缺失轨迹，训

练 TrajCom 补全删除的位置。对于每个数据集，TrajCom 随机选择 70%的轨迹用

来构建训练集，并保留 5%和 25%的数据分别用于验证和测试。 

3.3.1.2  对比方法及评价指标 

TrajCom 仅仅与轨迹数据本身有关，并不依赖于其他的额外信息。因此，本

文选择了八个现有的不依额外信息的轨迹补全方法作为对比方法： 

l 最近邻方法（Nearest Locations）：该方法选择离目标时间最邻近记录的位置

作为补全的位置。 

l 最频繁位置（Most Frequent Location）：该方法会将目标最频繁访问的位置作

为补全的位置。 

l 基于聚类的位置预测（Clustering-based Methods）：该方法利用 K-Means 生成

位置的聚类，利用聚类中心位置中离缺失轨迹最近的位置作为补全的位置。 
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l ST-RNN（Liu 等.，2016）：该方法是一个基于 RNN 的位置预测方法，它可以

学习到转移矩阵中的时空信息，用于位置预测。 

l SERM（Yao 等.，2017）：该方法是基于 RNN 的位置预测方法，使用了表示

学习的技术联合建模不同影响因素对于目标移动的影响，从而预测后续位置。 

l BPR（Rendle 等.，2009）：该方法是广泛使用的位置推荐方法，基于矩阵分

解建模目标与位置之间的关系，并基于此模型推荐位置。 

l 基于上下文的协同过滤方法（Context-guided Neural Filtering）：该方法利用了

TrajCom 位置筛选部分模型，通过协同过滤的方法来评估缺失点的位置。 

l RankGeoFM（Li 等.，2015b）：该方法通过在因子分解中加入地理位置信息，

基于排序损失优化模型进行位置推荐。 

评价指标方面，本文使用两种最常用的评价指标来评价 TrajCom 的实验效

果。第一种就是Hit	Ratio	@k	(HR@k)，它用来评价目标点位置是否在预测的位置

点序列的前k个位置中。第二个是评价指标是误差距离𝝐，它利用 Haversine 距离

来计算估计地理位置的误差。 

3.3.1.3  参数设置 

TrajCom 中需要设置的参数分为两部分，第一部分位于候选位置和相关轨迹

筛选中包括𝛼，𝛽，𝛾，𝑃，这些参数可以决定筛选候选位置的精度；第二部分位

于深度轨迹编码模型，包括各个影响因素表示向量的维度、时间间隔𝛿、时间间

隔分割段的数目 G、多头注意力机制中 head 的数目和学习率。下面将分别介绍

这两部分参数的设置。 
表 3. 3 参数设置表 

Table 3. 3 Hyperparameter values in TrajCom 
数据集 𝜶 𝜷 𝜸 𝑷 筛选 Acc 

Foursquare（东京） 1.97  5.68 12 200 0.673 

Foursquare（美国） 1.39  33.09 10 200 0.684 

GeoTweets（洛杉矶） 1.34  22.45 60 50 0.932 

Geolife（北京）-步行 固定距离 1.814km 25 — 0.907 

Geolife（北京）-骑车 固定距离 2.489km 23 — 0.932 

Geolife（北京）-开车 固定距离 4.227km 51 — 0.948 
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在候选位置及相关轨迹筛选中，	𝛼和𝛽决定每个数据集的时空约束函数。对

于社交网络数据集，如 Foursquare 和 GeoTweets，上述参数可以按照小节 3.2.2.1

中的方法得到。图 3.6 展示了不同数据集时空约束函数的差别。在人类活动数据

集 Geolife 中，用户偏好对位置的影响很弱，且位置点之间时间间隔的分布比较

均匀，本文采用固定的距离建模时空约束。𝛾和𝑃可以被用来平衡涉及计算的相关

轨迹数量和候选位置筛选准确率之间的关系。经过反复测试，实验所需参数设置

情况汇总在表 3.3 中。 

深度轨迹编码模型中，对于输入编码层的不同影响因素，TrajCom 采用相同

维度的向量进行编码，将用户偏好、时间因素、空间因素和 NCF 中用户及位置

表示向量的维度都设置为 50；时间间隔上，本文设置社交网络数据集中的𝛿 =

10h，并在编码时间间隔时将时间间隔分成 G = 20 个轨迹段；轨迹段编码的维度

和 tGRU 中隐含状态的维度都被设置为 128；多头注意力机制及模型优化中， 

head 数目被设置为 8，最大优化次数η = 20，对于位置筛选和模型估计的学习率

都设置为 0.01。 

3.3.2  实验结果分析 

本节分别介绍了准确率实验、变种实验和可解释分析实验的结果。 

3.3.2.1  准确率实验结果 

表 3. 4 Foursquare 和 GeoTweets（LA）上实验结果 

Table 3. 4 Experimential results on Foursquare and GeoTweets(LA) datasets 

方法 
Foursquare（东京） 

HR@1 HR@10 HR@20 

NL 0.0094 0.0242 0.0692 
MFL 0.0231 0.0732 0.1421 

Cluster 0.0161 0.0330 0.0760 

ST-RNN 0.0676 0.1400 0.2668 
SERM 0.0716 0.1653 0.2962 

BPR 0.0537 0.1280 0.2657 

CNF 0.0507 0.1120 0.2311 
RankGeoFM 0.0680 0.1409 0.2730 

TrajCom 0.0984 0.2231 0.3219 
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（续表） 

方法 
Foursquare（美国） 

HR@1 HR@10 HR@20 

NL 0.0097 0.0180 0.0637 

MFL 0.0220 0.0736 0.1401 
Cluster 0.0140 0.0308 0.0723 

ST-RNN 0.0641 0.1358 0.2528 

SERM 0.0688 0.1592 0.2873 
BPR 0.0542 0.1234 0.2607 

CNF 0.0471 0.0980 0.2037 

RankGeoFM 0.0618 0.1354 0.2702 

TrajCom 0.0880 0.2131 0.3169 

 

方法 
GeoTweets（洛杉矶） 

HR@1 HR@10 HR@20 𝝐(𝒌𝒎) 

NL 0.3270 0.4368 0.4539 4.132 
MFL 0.3480 0.4582 0.4772 3.721 

Cluster 0.3482 0.4690 0.4921 3.980 

ST-RNN 0.4328 0.6096 0.6502 2.498 
SERM 0.4591 0.6267 0.6930 2.292 

BPR 0.3719 0.5117 0.6893 2.599 

CNF 0.3813 0.5320 0.6931 2.611 
RankGeoFM 0.3950 0.5506 0.7122 2.512 

TrajCom 0.5670 0.7161 0.8614 2.130 

 

表 3. 5 Geolife 上实验结果 

Table 3. 5 Experimential results on Geolife dataset 

方法 
Geolife（北京）-步行 

HR@1 HR@10 HR@20 𝝐(𝒌𝒎) 

NL 0.7054 0.8541 0.8894 0.678 
MFL 0.1910 0.2539 0.3321 2.936 

Cluster 0.7376 0.8600 0.8981 0.645 

ST-RNN 0.6176 0.7300 0.8268 1.780 
SERM 0.5716 0.6653 0.7962 1.845 

BPR 0.2571 0.3879 0.5630 2.763 

CNF 0.2693 0.4107 0.5828 2.663 
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（续表） 

RankGeoFM 0.2761 0.4279 0.5930 2.459 

TrajCom 0.6372 0.8169 0.8543 0.680 

 

方法 
Geolife（北京）-骑车 

HR@1 HR@10 HR@20 𝝐(𝒌𝒎) 

NL 0.6297 0.7802 0.8597 0.708 

MFL 0.2020 0.2736 0.3012 2.960 
Cluster 0.6941 0.8308 0.8582 0.671 

ST-RNN 0.6423 0.7382 0.8518 1.703 

SERM 0.5608 0.6529 0.7896 1.803 
BPR 0.2542 0.3960 0.5873 2.937 

CNF 0.3073 0.4569 0.5981 2.708 

RankGeoFM 0.3189 0.4747 0.6239 2.402 

TrajCom 0.7140 0.8553 0.8961 0.648 

 

方法 
Geolife（北京）-汽车 

HR@1 HR@10 HR@20 𝝐(𝒌𝒎) 

NL 0.4231 0.6211 0.7200 1.364 
MFL 0.1839 0.2317 0.2875 2.985 

Cluster 0.6236 0.7731 0.8129 0.937 

ST-RNN 0.5928 0.6423 0.7129 1.916 
SERM 0.5133 0.5942 0.6537 2.035 

BPR 0.2197 0.3518 0.5140 2.649 

CNF 0.2394 0.3760 0.5637 2.478 

RankGeoFM 0.2732 0.4180 0.6074 2.304 

TrajCom 0.6705 0.7931 0.8511 0.893 

表 3.4 和表 3.5 统计了不同数据集下的实验结果，下面将按照数据集不同分

别分析实验结果。 

对于 Check-in 类型的数据集，如表 3.4 所示，TrajCom 的补全准确率高于其

他对比的方法。以 Foursquare (US)数据集为例，TrajCom 在HR@1上可以取得将

近 25%左右的提升。所有对比方法中，TrajCom 与 Naïve 方法如 NL 和 NFL 在

HR@1 上的差距最大。这是因为目标的活动是复杂的，影响目标位置的因素有很

多， Naïve 方法没有考虑这些因素，因此难以得好的效果。对比聚类的方法，其
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结果比 Naïve 方法好一些，但准确率仍比 TrajCom 差。基于位置预测的方法（ST-

RNN、SERM）比 POI 推荐的方法（BPR、CNF、RankGeoFM）效果好但也都次

与 TrajCom。这是因为基于预测的方法考虑到了轨迹的序列信息，这使得其准确

率高于位置推荐的方法。与基于预测的方法相比，TrajCom 同样使用 RNN 建模

轨迹序列特性，但补全准确率有较大的提升。这是因为 TrajCom 基于 tGRU 建模

了时间间隔信息，并通过双向 RNN 建模了目标在给定时刻前后的移动模式。另

外，所有方法在 GeoTweets 数据集上的效果都高于 Foursquare 数据集。这是因为

Foursquare上的位置分布更加的稀疏且不均匀，造成其补全难度大于其他数据集。 

对于 Geolife 数据集，从表 3.5 可以看出，TrajCom 在大多数情况下都能取得

优于对比方法的效果。所有对比方法中效果最好的是基于聚类的方法。这是因为

人们的移动模式受到路网的限制，而基于聚类的方法可以捕捉这类特点。由于

TrajCom 可以联合建模多种影响因素，因此 TrajCom 可以在自行车（Bike）和汽

车（Car）轨迹上取得最好的效果。但在行人（Walk）数据集上 TrajCom 与 NL 方

法效果相当，这是由于人在路上行走的速度较慢，NL 方法可以很容易地发现正

确的位置。但也因为如此，在速度更快的自行车和汽车轨迹数据上，NL 方法的

精确度会急速下降。 

3.3.2.2  变种实验结果 

表 3. 6 方法的有效性验证 

Table 3. 6 Validation of model effectiveness 

方法 HR@1 HR@10 HR@20 

TrajCom-vanilla 0.0710 0.1601 0.2321 

TrajCom-pwAtten 0.0751 0.1621 0.2539 

TrajCom-tGRU 0.0813 0.1869 0.2980 

TrajCom 0.0880 0.2131 0.3169 

为了验证 TrajCom 中 tGRU 单元和多头注意力机制单元的有效性，本实验中

的对比方法中分别将 TrajCom 中的相关部分替换为标准的 GRU 单元和标准注意

力机制，得到两个变种方法 TrajCom-tGRU 和 TrajCom-pwAtten。有效性实验的

结果如表 3.6 所示，可以发现 tGRU(TrajCom − tGRU)和流行度权重注意力机制

(TrajCom − pwAtten)都对于 TrajCom 都有积极的影响，可以提升轨迹补全准确
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率。 

3.3.2.3  可解释性分析 

本实验通过两个实例来展示 TrajCom 的可解释性。本实验分别在 Foursquare

（US）数据集和 Geolife 数据集上随机选择了 200 多个轨迹样本进行补全，并在

地图上展示了补全结果及其相关轨迹。结果如图 3.8 所示。 

估计结果的位置 ID: 89951   置信概率: 0.394 

   

    

估计结果的位置 ID: 303   置信概率: 0.328 

   

   

图 3. 8 可解释性示意图 

Figure 3. 8 Explanation of TrajCom 

User ID:          79
Time Gap:       5h30min
Location ID:    89951
Trajectory ID:  59374
Category:        Bar

�	��
�� ������
�

User ID:          2576
Time Gap:       1h35min
Location ID:    88951
Trajectory ID:  40568
Category:        Bar
Prob:               0.184 

 ������

User ID:          3630
Time Gap:       4h43min
Location ID:    88951
Trajectory ID:  57586
Category:        Bar
Prob:               0.164 

 ������

User ID:          1973
Time Gap:       1h15min
Location ID:    150923
Trajectory ID:  30734
Category:    Asian Food
Prob:               0.135 

 ������

User ID:          79
Time Gap:       3h1min
Location ID:    86364
Trajectory ID:  59366
Category:        Office
Prob:               0.065 

 ������

User ID:          96
Time Gap:       14min
Location ID:    109844
Trajectory ID:  1275
Category:        Road
Prob:               0.050 

 ������

User ID:          7
Time Gap:       2min
Location ID:    303
Trajectory ID:  1235

�	��
�� ������
�

User ID:          41
Time Gap:       3min
Location ID:    303
Trajectory ID:  759
Prob:               0.150 

 ������

User ID:          41
Time Gap:       2min
Location ID:    246
Trajectory ID:  759
Prob:               0.114 

 ������

User ID:          36
Time Gap:       2min
Location ID:    364
Trajectory ID:  2099
Prob:               0.076 

 ������

User ID:          41
Time Gap:       1min
Location ID:    303
Trajectory ID:  759
Prob:               0.068 

 ������

User ID:          41
Time Gap:       2min
Location ID:    246
Trajectory ID:  758
Prob:               0.067 

 ������
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第一条轨迹来自 Foursquare（US）数据集。可以观察到其相关轨迹与缺失轨

迹具有相似的移动模式。此外，最相关的位置记录具有类似的语义信息，例如 Bar

和 Asian Food 都为餐馆。第二条轨迹来自 Geolife 数据集的轨迹。基于其 Top-5

的相关位置和概率，可以得到以下两点结论：第一，这些相关轨迹具有很高的语

义相似性；其二，这些记录的时间间隔几乎与目标轨迹相同。这意味着在使用了

tGRU 模块之后，TrajCom 可以有效地对上下文信息和时间间隔信息进行建模。 

3.4  小结 

本文提出了一种基于神经过滤和编码的方法 TrajCom 用于补全稀疏和轨迹。

TrajCom 的创新性在于两个方面：其一，设计了一个上下文指导的协同过滤模型，

它能够从历史轨迹中筛选出与目标轨迹相关的轨迹。其二，设计了一个深度轨迹

编码器，该编码器利用时间感知的神经网络单元 tGRU 为基础学习轨迹表示向量。

最后，TrajCom 利用目标轨迹和相关轨迹中记录的表示向量推断缺失的位置。实

验证明了 TrajCom 在补全稀疏轨迹上的效果优于目前已有的轨迹补全方法。 
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第 4 章  基于深度度量学习的轨迹相似度计算方法研究 

本章针对轨迹相似度计算复杂度高的问题，提出了基于深度度量学习的轨迹

相似度计算方法 NeuTraj。该方法可以将轨迹相似度计算的复杂度降低到线性。

NeuTraj 基于深度度量学习将计算轨迹序列之间的相似度转化为计算轨迹表示向

量间的相似度。本章首先介绍了轨迹相似度计算复杂度高的原因并分析了利用深

度度量学习加速相似度计算的可行性。然后介绍了空间注意力记忆机制 SAM。

该机制被用于解决传统 RNN 模型不能捕捉轨迹空间邻近特性的问题。最后介绍

了 NeuTraj 的优化过程，提出了加权排序损失并将其用于模型训练。实验利用两

个真实的轨迹数据集验证了 NeuTraj 的有效性。 

本章的组织如下：4.1 节详细阐述了研究问题的内容和挑战。4.2 节详细介绍

了基于深度度量学习的轨迹相似度计算方法的主要内容，其中，4.2.1 节定义了

轨迹相似度计算加速问题，并概述了 NeuTraj 的流程；4.2.2 节详细介绍了 SAM

模块及基于 SAM 提出的循环神经网络单元；4.2.3 节详细介绍了加权排序损失和

NeuTraj 的优化过程。4.3 节通过准确率和效率两方面的实验验证了 NeuTraj 算法

的有效性和可行性。4.4 节对本章进行了小结。 

4.1  引言 

轨迹相似度定义了轨迹与轨迹之间的基本关系，是轨迹分析和检索的基

础。目前，已经有许多研究工作提出轨迹相似度计算方法，包括 Fre´chet（Alt

等.，1995）、ERP（Chen 和 Ng，2004）、EDR（Yin 和 Wolfson，2004）、DTW

（Yi 等.，1998）、LCSS（Vlachos 等.，2002）、Hausdorff（Atev 等.，2010）等

等。这些相似度计算方法在异常检测和轨迹聚类等任务中发挥了关键的作用。

然而，随着轨迹数量的增加，现有相似度计算方法复杂度高成为了大规模轨迹

分析的瓶颈。为了计算两条轨迹之间的相似度，现有方法采用对齐-汇总

（alignment-summarization）的框架，首先对齐两条轨迹中的所有记录，然后汇

总所有记录对之间的信息计算相似度。这样的过程使得现有度量方法的计算复
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杂度至少为平方级，很难应用于大规模轨迹数据集。例如，在一台高配置服务

器上仅计算 8000 条 GPS 轨迹两两之间的 Hausdorff 距离就需要花费超过 6.5 小

时的时间。随着轨迹数量的增加所需的计算量也会急剧提升。因此，研究如何

加速轨迹相似度计算是轨迹数据挖掘的一项重要任务。 

加速轨迹相似度计算的难点有两方面。一方面在于轨迹相似度计算本身的

复杂性。输入的轨迹具有不同的长度，不能从头至尾进行对齐。因此，大多相

似性度量方法需要计算轨迹记录之间的最佳匹配，仅这一过程的复杂度就为平

方级。另一个难点在于轨迹相似性度量的定义多种多样。常用的轨迹相似性度

量在定义和计算机制方面有着很大不同，难以设计出适用于多种相似性度量的

通用加速方法。 

针对上述难点，已有研究人员提出了加速轨迹相似度计算的方法，这些方

法可分为两类。第一类是基于轨迹索引的方法，这类方法利用轨迹的空间结构

对轨迹数据库构建索引从而加速轨迹检索的过程。然而，这些方法专门针对轨

迹 Top-K 相似性检索任务，通过为给定的轨迹数据库设计索引和剪枝策略减少

检索中的涉及计算的轨迹数量，却无法降低轨迹对相似度计算的复杂度。因

此，该类方法不能应用于如轨迹聚类和异常检测等需要计算轨迹对相似度的任

务中。第二类是基于近似计算的方法。针对不同的相似性度量，研究人员提出

了不同的近似算法，用于降低轨迹相似度计算的复杂度，如利用局部敏感哈希

（LSH）计算轨迹的 Fre´chet 和 DTW 相似度。然而，这类方法仅针对某一种

特定的相似性度量，并不适用于其他相似性度量方法。 

为了解决上述问题，本文提出了基于深度度量学习的轨迹相似度计算方法

NeuTraj。该方法是一种近似算法，可以将轨迹相似度计算复杂度降低到线性，

且可以适用于不同相似性度量。NeuTraj 首先从轨迹数据库中采样若干种子轨

迹，形成种子轨迹池，并利用种子与种子之间相似度的值作为指导，训练轨迹

编码模型。总的来说，NeuTraj 利用神经网络学习轨迹记录序列到轨迹表示向量

的映射函数，使得表示向量之间的相似度接近于原有相似度。NeuTraj 的训练过

程包括数据准备、轨迹编码和度量学习三个阶段。 

在数据准备阶段，NeuTraj 从轨迹数据库中采样种子轨迹，并计算所有种子
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轨迹对之间的相似度。然后，以预计算的种子相似度作为指导，设计损失函数

以优化轨迹编码网络来拟合种子轨迹表示向量间的相似度。 

在轨迹编码阶段，NeuTraj 利用 RNN 将变长的轨迹序列编码为固定长度的

表示向量。然而传统的 RNN 及其变体（GRU，LSTM）只能建模轨迹内部前后

部分间的序列关系，但不能捕捉多条轨迹之间的空间邻近特性。由于轨迹相似

性度量的定义大部分基于轨迹空间邻近性，导致空间邻近特性对于计算轨迹相

似度非常重要。为了解决这一问题，本文提出了空间注意力记忆机制

（SAM），该机制通过增加一个外部记忆张量（External Memory Tensor）来存

储已处理过轨迹的信息，并利用注意力机制来控制对张量信息的读取和写入，

从而捕获训练轨迹之间的空间邻近特性，生成适用于相似度计算的轨迹表示相

邻。 

在度量学习阶段，NeuTraj 利用种子轨迹之间的相似度优化模型参数。该阶

段的难点在于训练效率和准确率之间的权衡。一方面，训练 NeuTraj 需要遍历

所有的种子轨迹对。另一方面，将所有种子轨迹对作为训练样本会导致很大的

计算和时间开销。例如训练过程仅采样 500 条轨迹作为种子轨迹，种子轨迹对

的数量就会达到 12.5 万对。为了解决这一难题，本文提出了一种距离加权排序

损失（Weighted Ranking Loss），用于从所有的种子轨迹对中采样更具有区分度

的轨迹对作为训练样本。对比已有相似度计算近似算法，NeuTraj 在训练数据规

模很小的情况下，也可以在 Top-10 轨迹相似性检索任务上达到 80%以上的准确

率和 3 倍以上的计算加速。该结果优于已有加速轨迹相似度计算的近似算法。 

4.2  基于深度度量学习的轨迹相似度计算方法 

本节详细介绍了基于深度度量学习的轨迹相似性度量方法 NeuTraj。首先定

义了轨迹相似度计算问题并概述了NeuTraj的主要流程；然后详细阐述了NeuTraj

各个步骤的计算过程和模型结构，最后分析了基于 NeuTraj 计算轨迹相似度的复

杂度。 

4.2.1  问题定义及方法概述 

本章首先定义了加速轨迹相似度计算的问题，然后简要介绍了本文提出的基
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于深度度量学习的轨迹相似度计算方法 NeuTraj。 

表 4. 1 符号及标记说明 

Table 4. 1 Notations of TrajCom 

符号 含义解释 

𝒯，𝒮 总轨迹数据库和由 N 条种子轨迹组成的种子数据库 

𝑇 轨迹数据库中的一条轨迹，由一系列坐标点组成 

𝐃, 𝐒 种子数据库两两之间的距离矩阵和相似度矩阵 

𝐌 储存空间记忆信息的空间记忆张量 

𝐄𝒊, 𝐄𝒋 由 NeuTraj 生成的 d 维的轨迹表示向量 

𝑋J	 在 t 时刻 NeuTraj 的输入，含有坐标信息和空间网格信息 

𝐖,𝐔, 𝐛  SAM 单元中的线性权重和偏差 

𝒇𝒕, 𝒐𝒕, 𝒊𝒕 SAM 增强的 LSTM 中的遗忘、输出和输入门 

𝒔𝒕 SAM 单元中的创新空间门，控制空间信息的输入输出 

𝑐J, 𝑐J^ SAM 单元中的单元状态和中间状态 

ℎJ, ℎJY. SAM 单元在时刻 t 和 t-1 上的隐含状态 

𝐆J 时刻 t，	𝑋J作为输入时的空间信息矩阵 

𝐀 时刻 t，	𝑋J作为输入时的注意力权重 

𝐜𝐭𝐜𝐚𝐭, 𝐜𝐭𝐡𝐢𝐬 SAM 单元中的中间拼接状态和最终的历史状态 

𝑇< 为了训练 NeuTraj，从轨迹数据库中采样的种子锚轨迹 

𝒯<Ë, 𝒯<¥  关于𝑇<的 N 条相似轨迹和 N 条不相似的轨迹 

𝐒𝐚𝐬, 𝐒𝐚𝐝 精确的关于相似和不相似轨迹对的相似度值 

𝐒𝐚^𝐬, 𝐒𝐚^𝐝 由 NeuTraj 计算得到的轨迹对相似度的值 

4.2.1.1  问题定义 

给定轨迹数据库𝒯和轨迹相似性度量𝑓(∙,∙)，每个轨迹𝑇 ∈ 𝒯是运动目标的位

置记录序列。不失一般性的情况下，本文考虑二维轨迹相似度计算问题。也就

是说，轨迹𝑇 = [𝑋." , … , 𝑋J" , … ]的每条记录𝑋J" = (𝑥J, 𝑦J)包含二维的经纬度属性。

对于轨迹𝑇4, 𝑇W ∈ 𝒯，𝑓(𝑇4, 𝑇W)是轨迹相似性度量，可以用于计算𝑇4和𝑇W之间的相

似度。𝑓(∙,∙)可能是 DTW，Hausdorff，Fre´chet 或其他任何轨迹相似性度量。 

大多数情况下，轨迹相似性度量𝑓(∙,∙)的计算复杂度至少是二次的。因此，

需要提出近似算法𝑔(·,·)来降低𝑓(∙,∙)的复杂度。具体来说，本章的研究问题是：

如何学习与𝑓(∙,∙)近似的函数𝑔(·,·)，使得𝑔(𝑇4, 𝑇W) 的计算复杂度低于𝑓o𝑇4, 𝑇Wp，
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且|𝑓o𝑇4, 𝑇Wp − 𝑔(𝑇4, 𝑇W)|最小。 

 

图 4. 1 NeuTraj 示意图 

Figure 4. 1 Architecture of NeuTraj 

4.2.1.2  方法概述 

NeuTraj 是一个基于深度度量学习的方法。它首先从𝒯中随机采样 N 条轨迹

作为种子轨迹，形成种子轨迹池𝒮，并计算𝒮中任意两对种子之间的相似度，形

成 N×N 的距离矩阵𝐃。然后，通过归一化等操作将𝐃变换为相似度矩阵𝐒。以𝐒

为指导，NeuTraj 学习一个轨迹编码网络。该网络将任意长度的轨迹编码为固定

长度的向量。具体来说，对于任意两条输入轨迹𝑇4和𝑇W		(𝑖, 𝑗 ∈ [1, . . . ,𝑁])，

NeuTraj 分别将它们投影到两个d维表示向量𝐸4和𝐸W。这一编码过程需要保持轨

迹的相似性，即𝑓(𝑇4, 𝑇W) ≈ 𝑔(𝑇4, 𝑇W)，其中𝑔(·,·)是表示向量空间中𝐸4和𝐸W之间的

相似度。图 4.1 展示了 NeuTraj 的架构。可以看出 NeuTraj 由两个主要模块组

成：空间注意力记忆（SAM）轨迹编码器和种子指导下的深度度量学习方法。 

SAM 轨迹编码器。NeuTraj 利用 RNN 对轨迹进行建模，并将 RNN 的最后

隐含状态作为轨迹的表示向量。然而，传统 RNN 及其变体（GRU，LSTM）仅

能独立地对每个序列前后之间的关系进行建模，不能建模序列与序列之间的关

系。由于轨迹相似性度量大多基于空间邻近特性计算轨迹相似度，因此轨迹之

间的相关性对轨迹相似度计算来说至关重要。本文在 NeuTraj 中设计了空间注

意力记忆（SAM）模块。它采用空间记忆张量来存储已经处理过的轨迹的空间

信息，并基于注意力机制控制对张量的读取和写入，使得 RNN 可以按编码和检

T s
a
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T d
a

<latexit sha1_base64="yK4VjSn2r7AjhI31R5/CBDauBHY=">AAAB+XicbVBNS8NAFHypX7V+pXr0EiyCeCipCOqt4MVjhcYW2hg2m027dLMJuxulxPwULx5UvPpPvPlv3LQ5aOvAwjDzHm92/IRRqWz726isrK6tb1Q3a1vbO7t7Zn3/TsapwMTBMYtF30eSMMqJo6hipJ8IgiKfkZ4/uS783gMRksa8q6YJcSM04jSkGCkteWZ9GCE1xohl3fw+C3IPeWbDbtozWMukVZIGlOh45tcwiHEaEa4wQ1IOWnai3AwJRTEjeW2YSpIgPEEjMtCUo4hIN5tFz61jrQRWGAv9uLJm6u+NDEVSTiNfTxZB5aJXiP95g1SFl25GeZIqwvH8UJgyS8VW0YMVUEGwYlNNEBZUZ7XwGAmElW6rpktoLX55mThnzaumfXveaJ+WbVThEI7gBFpwAW24gQ44gOERnuEV3own48V4Nz7moxWj3DmAPzA+fwAlvZQM</latexit><latexit sha1_base64="yK4VjSn2r7AjhI31R5/CBDauBHY=">AAAB+XicbVBNS8NAFHypX7V+pXr0EiyCeCipCOqt4MVjhcYW2hg2m027dLMJuxulxPwULx5UvPpPvPlv3LQ5aOvAwjDzHm92/IRRqWz726isrK6tb1Q3a1vbO7t7Zn3/TsapwMTBMYtF30eSMMqJo6hipJ8IgiKfkZ4/uS783gMRksa8q6YJcSM04jSkGCkteWZ9GCE1xohl3fw+C3IPeWbDbtozWMukVZIGlOh45tcwiHEaEa4wQ1IOWnai3AwJRTEjeW2YSpIgPEEjMtCUo4hIN5tFz61jrQRWGAv9uLJm6u+NDEVSTiNfTxZB5aJXiP95g1SFl25GeZIqwvH8UJgyS8VW0YMVUEGwYlNNEBZUZ7XwGAmElW6rpktoLX55mThnzaumfXveaJ+WbVThEI7gBFpwAW24gQ44gOERnuEV3own48V4Nz7moxWj3DmAPzA+fwAlvZQM</latexit><latexit sha1_base64="yK4VjSn2r7AjhI31R5/CBDauBHY=">AAAB+XicbVBNS8NAFHypX7V+pXr0EiyCeCipCOqt4MVjhcYW2hg2m027dLMJuxulxPwULx5UvPpPvPlv3LQ5aOvAwjDzHm92/IRRqWz726isrK6tb1Q3a1vbO7t7Zn3/TsapwMTBMYtF30eSMMqJo6hipJ8IgiKfkZ4/uS783gMRksa8q6YJcSM04jSkGCkteWZ9GCE1xohl3fw+C3IPeWbDbtozWMukVZIGlOh45tcwiHEaEa4wQ1IOWnai3AwJRTEjeW2YSpIgPEEjMtCUo4hIN5tFz61jrQRWGAv9uLJm6u+NDEVSTiNfTxZB5aJXiP95g1SFl25GeZIqwvH8UJgyS8VW0YMVUEGwYlNNEBZUZ7XwGAmElW6rpktoLX55mThnzaumfXveaJ+WbVThEI7gBFpwAW24gQ44gOERnuEV3own48V4Nz7moxWj3DmAPzA+fwAlvZQM</latexit>

Ta
<latexit sha1_base64="2PsSkapKyXhsxNDR2jwcT7/I84U=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJRUBPVW8OKxQmMLbSib7aZdutmE3YlQQn6EFw8qXv0/3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjRxOnmnGPxTLW3YAaLoXiHgqUvJtoTqNA8k4wuZv5nSeujYhVG6cJ9yM6UiIUjKKVOlk7H2Q0H1Rrbt2dg6ySRkFqUKA1qH71hzFLI66QSWpMr+Em6GdUo2CS55V+anhC2YSOeM9SRSNu/Gx+bk7OrDIkYaxtKSRz9fdERiNjplFgOyOKY7PszcT/vF6K4Y2fCZWkyBVbLApTSTAms9/JUGjOUE4toUwLeythY6opQ5tQxYbQWH55lXiX9du6+3BVa14UaZThBE7hHBpwDU24hxZ4wGACz/AKb07ivDjvzseiteQUM8fwB87nDw1ij38=</latexit><latexit sha1_base64="2PsSkapKyXhsxNDR2jwcT7/I84U=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJRUBPVW8OKxQmMLbSib7aZdutmE3YlQQn6EFw8qXv0/3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjRxOnmnGPxTLW3YAaLoXiHgqUvJtoTqNA8k4wuZv5nSeujYhVG6cJ9yM6UiIUjKKVOlk7H2Q0H1Rrbt2dg6ySRkFqUKA1qH71hzFLI66QSWpMr+Em6GdUo2CS55V+anhC2YSOeM9SRSNu/Gx+bk7OrDIkYaxtKSRz9fdERiNjplFgOyOKY7PszcT/vF6K4Y2fCZWkyBVbLApTSTAms9/JUGjOUE4toUwLeythY6opQ5tQxYbQWH55lXiX9du6+3BVa14UaZThBE7hHBpwDU24hxZ4wGACz/AKb07ivDjvzseiteQUM8fwB87nDw1ij38=</latexit><latexit sha1_base64="2PsSkapKyXhsxNDR2jwcT7/I84U=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZBPJRUBPVW8OKxQmMLbSib7aZdutmE3YlQQn6EFw8qXv0/3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjRxOnmnGPxTLW3YAaLoXiHgqUvJtoTqNA8k4wuZv5nSeujYhVG6cJ9yM6UiIUjKKVOlk7H2Q0H1Rrbt2dg6ySRkFqUKA1qH71hzFLI66QSWpMr+Em6GdUo2CS55V+anhC2YSOeM9SRSNu/Gx+bk7OrDIkYaxtKSRz9fdERiNjplFgOyOKY7PszcT/vF6K4Y2fCZWkyBVbLApTSTAms9/JUGjOUE4toUwLeythY6opQ5tQxYbQWH55lXiX9du6+3BVa14UaZThBE7hHBpwDU24hxZ4wGACz/AKb07ivDjvzseiteQUM8fwB87nDw1ij38=</latexit>
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Ld
a

<latexit sha1_base64="nYSJrjg4r0d/mE6ht1YL2O7iqPM=">AAAB63icbVBNS8NAEJ2tX7V+VT16WSyCp5CIoN4KXjx4qGBsoY1ls9m0SzebsLsRSuhv8OJBxat/yJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvDATXBvX/UaVldW19Y3qZm1re2d3r75/8KDTXFHm01SkqhMSzQSXzDfcCNbJFCNJKFg7HF1P/fYTU5qn8t6MMxYkZCB5zCkxVvJvH6M+6dcbruPOgJeJV5IGlGj161+9KKV5wqShgmjd9dzMBAVRhlPBJrVerllG6IgMWNdSSRKmg2J27ASfWCXCcapsSYNn6u+JgiRaj5PQdibEDPWiNxX/87q5iS+DgsssN0zS+aI4F9ikePo5jrhi1IixJYQqbm/FdEgUocbmU7MheIsvLxP/zLly3LvzRtMp06jCERzDKXhwAU24gRb4QIHDM7zCG5LoBb2jj3lrBZUzh/AH6PMH6nKOOQ==</latexit><latexit sha1_base64="nYSJrjg4r0d/mE6ht1YL2O7iqPM=">AAAB63icbVBNS8NAEJ2tX7V+VT16WSyCp5CIoN4KXjx4qGBsoY1ls9m0SzebsLsRSuhv8OJBxat/yJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvDATXBvX/UaVldW19Y3qZm1re2d3r75/8KDTXFHm01SkqhMSzQSXzDfcCNbJFCNJKFg7HF1P/fYTU5qn8t6MMxYkZCB5zCkxVvJvH6M+6dcbruPOgJeJV5IGlGj161+9KKV5wqShgmjd9dzMBAVRhlPBJrVerllG6IgMWNdSSRKmg2J27ASfWCXCcapsSYNn6u+JgiRaj5PQdibEDPWiNxX/87q5iS+DgsssN0zS+aI4F9ikePo5jrhi1IixJYQqbm/FdEgUocbmU7MheIsvLxP/zLly3LvzRtMp06jCERzDKXhwAU24gRb4QIHDM7zCG5LoBb2jj3lrBZUzh/AH6PMH6nKOOQ==</latexit><latexit sha1_base64="nYSJrjg4r0d/mE6ht1YL2O7iqPM=">AAAB63icbVBNS8NAEJ2tX7V+VT16WSyCp5CIoN4KXjx4qGBsoY1ls9m0SzebsLsRSuhv8OJBxat/yJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvDATXBvX/UaVldW19Y3qZm1re2d3r75/8KDTXFHm01SkqhMSzQSXzDfcCNbJFCNJKFg7HF1P/fYTU5qn8t6MMxYkZCB5zCkxVvJvH6M+6dcbruPOgJeJV5IGlGj161+9KKV5wqShgmjd9dzMBAVRhlPBJrVerllG6IgMWNdSSRKmg2J27ASfWCXCcapsSYNn6u+JgiRaj5PQdibEDPWiNxX/87q5iS+DgsssN0zS+aI4F9ikePo5jrhi1IixJYQqbm/FdEgUocbmU7MheIsvLxP/zLly3LvzRtMp06jCERzDKXhwAU24gRb4QIHDM7zCG5LoBb2jj3lrBZUzh/AH6PMH6nKOOQ==</latexit>

Ls
a

<latexit sha1_base64="S43IE47sx4GAVH8bkgbVrV5n6hk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hFUG8FLx48VDC20May2W7apZtN2J0IJfQ3ePGg4tU/5M1/47bNQVsfDDzem2FmXphKYdDzvp3Syura+kZ5s7K1vbO7V90/eDBJphn3WSIT3Q6p4VIo7qNAydup5jQOJW+Fo+up33ri2ohE3eM45UFMB0pEglG0kn/7aHq0V615rjcDWSb1gtSgQLNX/er2E5bFXCGT1JhO3UsxyKlGwSSfVLqZ4SllIzrgHUsVjbkJ8tmxE3JilT6JEm1LIZmpvydyGhszjkPbGVMcmkVvKv7ndTKMLoNcqDRDrth8UZRJggmZfk76QnOGcmwJZVrYWwkbUk0Z2nwqNoT64svLxD9zr1zv7rzWcIs0ynAEx3AKdbiABtxAE3xgIOAZXuHNUc6L8+58zFtLTjFzCH/gfP4AAUyOSA==</latexit><latexit sha1_base64="S43IE47sx4GAVH8bkgbVrV5n6hk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hFUG8FLx48VDC20May2W7apZtN2J0IJfQ3ePGg4tU/5M1/47bNQVsfDDzem2FmXphKYdDzvp3Syura+kZ5s7K1vbO7V90/eDBJphn3WSIT3Q6p4VIo7qNAydup5jQOJW+Fo+up33ri2ohE3eM45UFMB0pEglG0kn/7aHq0V615rjcDWSb1gtSgQLNX/er2E5bFXCGT1JhO3UsxyKlGwSSfVLqZ4SllIzrgHUsVjbkJ8tmxE3JilT6JEm1LIZmpvydyGhszjkPbGVMcmkVvKv7ndTKMLoNcqDRDrth8UZRJggmZfk76QnOGcmwJZVrYWwkbUk0Z2nwqNoT64svLxD9zr1zv7rzWcIs0ynAEx3AKdbiABtxAE3xgIOAZXuHNUc6L8+58zFtLTjFzCH/gfP4AAUyOSA==</latexit><latexit sha1_base64="S43IE47sx4GAVH8bkgbVrV5n6hk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hFUG8FLx48VDC20May2W7apZtN2J0IJfQ3ePGg4tU/5M1/47bNQVsfDDzem2FmXphKYdDzvp3Syura+kZ5s7K1vbO7V90/eDBJphn3WSIT3Q6p4VIo7qNAydup5jQOJW+Fo+up33ri2ohE3eM45UFMB0pEglG0kn/7aHq0V615rjcDWSb1gtSgQLNX/er2E5bFXCGT1JhO3UsxyKlGwSSfVLqZ4SllIzrgHUsVjbkJ8tmxE3JilT6JEm1LIZmpvydyGhszjkPbGVMcmkVvKv7ndTKMLoNcqDRDrth8UZRJggmZfk76QnOGcmwJZVrYWwkbUk0Z2nwqNoT64svLxD9zr1zv7rzWcIs0ynAEx3AKdbiABtxAE3xgIOAZXuHNUc6L8+58zFtLTjFzCH/gfP4AAUyOSA==</latexit>

Ŝs
a

<latexit sha1_base64="6Ct/KU1nHoVEkmBXXe5nFh6oVio=">AAAB/XicbVBNS8NAEN34WetXVDx5WSyCp5CIoN4KXjxWNLbQxLDZbtqlmw92J2IJAf+KFw8qXv0f3vw3btsctPXBwOO9GWbmhZngCmz721hYXFpeWa2t1dc3Nre2zZ3dO5XmkjKXpiKVnZAoJnjCXOAgWCeTjMShYO1weDn22w9MKp4mtzDKmB+TfsIjTgloKTD3vQGBwgP2CGFU3JT4XgWkDMyGbdkT4HniVKSBKrQC88vrpTSPWQJUEKW6jp2BXxAJnApW1r1csYzQIemzrqYJiZnyi8n5JT7SSg9HqdSVAJ6ovycKEis1ikPdGRMYqFlvLP7ndXOIzv2CJ1kOLKHTRVEuMKR4nAXucckoiJEmhEqub8V0QCShoBOr6xCc2ZfniXtiXVj29WmjaVVp1NABOkTHyEFnqImuUAu5iKICPaNX9GY8GS/Gu/ExbV0wqpk99AfG5w8VV5Wy</latexit><latexit sha1_base64="6Ct/KU1nHoVEkmBXXe5nFh6oVio=">AAAB/XicbVBNS8NAEN34WetXVDx5WSyCp5CIoN4KXjxWNLbQxLDZbtqlmw92J2IJAf+KFw8qXv0f3vw3btsctPXBwOO9GWbmhZngCmz721hYXFpeWa2t1dc3Nre2zZ3dO5XmkjKXpiKVnZAoJnjCXOAgWCeTjMShYO1weDn22w9MKp4mtzDKmB+TfsIjTgloKTD3vQGBwgP2CGFU3JT4XgWkDMyGbdkT4HniVKSBKrQC88vrpTSPWQJUEKW6jp2BXxAJnApW1r1csYzQIemzrqYJiZnyi8n5JT7SSg9HqdSVAJ6ovycKEis1ikPdGRMYqFlvLP7ndXOIzv2CJ1kOLKHTRVEuMKR4nAXucckoiJEmhEqub8V0QCShoBOr6xCc2ZfniXtiXVj29WmjaVVp1NABOkTHyEFnqImuUAu5iKICPaNX9GY8GS/Gu/ExbV0wqpk99AfG5w8VV5Wy</latexit><latexit sha1_base64="6Ct/KU1nHoVEkmBXXe5nFh6oVio=">AAAB/XicbVBNS8NAEN34WetXVDx5WSyCp5CIoN4KXjxWNLbQxLDZbtqlmw92J2IJAf+KFw8qXv0f3vw3btsctPXBwOO9GWbmhZngCmz721hYXFpeWa2t1dc3Nre2zZ3dO5XmkjKXpiKVnZAoJnjCXOAgWCeTjMShYO1weDn22w9MKp4mtzDKmB+TfsIjTgloKTD3vQGBwgP2CGFU3JT4XgWkDMyGbdkT4HniVKSBKrQC88vrpTSPWQJUEKW6jp2BXxAJnApW1r1csYzQIemzrqYJiZnyi8n5JT7SSg9HqdSVAJ6ovycKEis1ikPdGRMYqFlvLP7ndXOIzv2CJ1kOLKHTRVEuMKR4nAXucckoiJEmhEqub8V0QCShoBOr6xCc2ZfniXtiXVj29WmjaVVp1NABOkTHyEFnqImuUAu5iKICPaNX9GY8GS/Gu/ExbV0wqpk99AfG5w8VV5Wy</latexit>

Ss
a

<latexit sha1_base64="SQx6QqZEcPXVvaR9J/tcR/nM0OQ=">AAAB93icbVBNS8NAEN34WetHox69LBbBU0hEUG8FLx4rGltoY9hsN+3SzSbsTsQa+ku8eFDx6l/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvygTX4Lrf1tLyyuraemWjurm1vVOzd/fudJorynyailS1I6KZ4JL5wEGwdqYYSSLBWtHwcuK3HpjSPJW3MMpYkJC+5DGnBIwU2rUusEeI4uJmjO91SEK77jruFHiReCWpoxLN0P7q9lKaJ0wCFUTrjudmEBREAaeCjavdXLOM0CHps46hkiRMB8X08DE+MkoPx6kyJQFP1d8TBUm0HiWR6UwIDPS8NxH/8zo5xOdBwWWWA5N0tijOBYYUT1LAPa4YBTEyhFDFza2YDogiFExWVROCN//yIvFPnAvHvT6tN5wyjQo6QIfoGHnoDDXQFWoiH1GUo2f0it6sJ+vFerc+Zq1LVjmzj/7A+vwBKgSS5Q==</latexit><latexit sha1_base64="SQx6QqZEcPXVvaR9J/tcR/nM0OQ=">AAAB93icbVBNS8NAEN34WetHox69LBbBU0hEUG8FLx4rGltoY9hsN+3SzSbsTsQa+ku8eFDx6l/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvygTX4Lrf1tLyyuraemWjurm1vVOzd/fudJorynyailS1I6KZ4JL5wEGwdqYYSSLBWtHwcuK3HpjSPJW3MMpYkJC+5DGnBIwU2rUusEeI4uJmjO91SEK77jruFHiReCWpoxLN0P7q9lKaJ0wCFUTrjudmEBREAaeCjavdXLOM0CHps46hkiRMB8X08DE+MkoPx6kyJQFP1d8TBUm0HiWR6UwIDPS8NxH/8zo5xOdBwWWWA5N0tijOBYYUT1LAPa4YBTEyhFDFza2YDogiFExWVROCN//yIvFPnAvHvT6tN5wyjQo6QIfoGHnoDDXQFWoiH1GUo2f0it6sJ+vFerc+Zq1LVjmzj/7A+vwBKgSS5Q==</latexit><latexit sha1_base64="SQx6QqZEcPXVvaR9J/tcR/nM0OQ=">AAAB93icbVBNS8NAEN34WetHox69LBbBU0hEUG8FLx4rGltoY9hsN+3SzSbsTsQa+ku8eFDx6l/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvygTX4Lrf1tLyyuraemWjurm1vVOzd/fudJorynyailS1I6KZ4JL5wEGwdqYYSSLBWtHwcuK3HpjSPJW3MMpYkJC+5DGnBIwU2rUusEeI4uJmjO91SEK77jruFHiReCWpoxLN0P7q9lKaJ0wCFUTrjudmEBREAaeCjavdXLOM0CHps46hkiRMB8X08DE+MkoPx6kyJQFP1d8TBUm0HiWR6UwIDPS8NxH/8zo5xOdBwWWWA5N0tijOBYYUT1LAPa4YBTEyhFDFza2YDogiFExWVROCN//yIvFPnAvHvT6tN5wyjQo6QIfoGHnoDDXQFWoiH1GUo2f0it6sJ+vFerc+Zq1LVjmzj/7A+vwBKgSS5Q==</latexit>

Sd
a

<latexit sha1_base64="yNnjCzXUgeOIfgLeQ8ZbXCCJiM4=">AAAB93icbVBNS8NAEN34WetHox69LBbBU0lEUG8FLx4rGltoY9hsNu3SzSbsTsQa+ku8eFDx6l/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvzATX4Djf1tLyyuraemWjurm1vVOzd/fudJoryjyailR1QqKZ4JJ5wEGwTqYYSULB2uHwcuK3H5jSPJW3MMqYn5C+5DGnBIwU2LUesEcI4+JmjO+jgAR23Wk4U+BF4pakjkq0AvurF6U0T5gEKojWXdfJwC+IAk4FG1d7uWYZoUPSZ11DJUmY9ovp4WN8ZJQIx6kyJQFP1d8TBUm0HiWh6UwIDPS8NxH/87o5xOd+wWWWA5N0tijOBYYUT1LAEVeMghgZQqji5lZMB0QRCiarqgnBnX95kXgnjYuGc31abzbKNCroAB2iY+SiM9REV6iFPERRjp7RK3qznqwX6936mLUuWeXMPvoD6/MHEzmS1g==</latexit><latexit sha1_base64="yNnjCzXUgeOIfgLeQ8ZbXCCJiM4=">AAAB93icbVBNS8NAEN34WetHox69LBbBU0lEUG8FLx4rGltoY9hsNu3SzSbsTsQa+ku8eFDx6l/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvzATX4Djf1tLyyuraemWjurm1vVOzd/fudJoryjyailR1QqKZ4JJ5wEGwTqYYSULB2uHwcuK3H5jSPJW3MMqYn5C+5DGnBIwU2LUesEcI4+JmjO+jgAR23Wk4U+BF4pakjkq0AvurF6U0T5gEKojWXdfJwC+IAk4FG1d7uWYZoUPSZ11DJUmY9ovp4WN8ZJQIx6kyJQFP1d8TBUm0HiWh6UwIDPS8NxH/87o5xOd+wWWWA5N0tijOBYYUT1LAEVeMghgZQqji5lZMB0QRCiarqgnBnX95kXgnjYuGc31abzbKNCroAB2iY+SiM9REV6iFPERRjp7RK3qznqwX6936mLUuWeXMPvoD6/MHEzmS1g==</latexit><latexit sha1_base64="yNnjCzXUgeOIfgLeQ8ZbXCCJiM4=">AAAB93icbVBNS8NAEN34WetHox69LBbBU0lEUG8FLx4rGltoY9hsNu3SzSbsTsQa+ku8eFDx6l/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvzATX4Djf1tLyyuraemWjurm1vVOzd/fudJoryjyailR1QqKZ4JJ5wEGwTqYYSULB2uHwcuK3H5jSPJW3MMqYn5C+5DGnBIwU2LUesEcI4+JmjO+jgAR23Wk4U+BF4pakjkq0AvurF6U0T5gEKojWXdfJwC+IAk4FG1d7uWYZoUPSZ11DJUmY9ovp4WN8ZJQIx6kyJQFP1d8TBUm0HiWh6UwIDPS8NxH/87o5xOd+wWWWA5N0tijOBYYUT1LAEVeMghgZQqji5lZMB0QRCiarqgnBnX95kXgnjYuGc31abzbKNCroAB2iY+SiM9REV6iFPERRjp7RK3qznqwX6936mLUuWeXMPvoD6/MHEzmS1g==</latexit>
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<latexit sha1_base64="Ixqf34GWYjJFPf6Gyml303dpv90=">AAACBXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEsRBosgLkoigror6MJlRWMLTSiT6aQdOnkwcyOWkJUbf8WNCxW3/oM7/8ZpG0FbDwwczrmXO+f4ieAKLOvLKM3NLywulZcrK6tr6xvm5tatilNJmUNjEcuWTxQTPGIOcBCslUhGQl+wpj84H/nNOyYVj6MbGCbMC0kv4gGnBLTUMXddYPfgB9lFjt2QJApi/CNd5x2zatWsMfAssQtSRQUaHfPT7cY0DVkEVBCl2raVgJcRCZwKllfcVLGE0AHpsbamEQmZ8rJxjBzva6WLg1jqFwEeq783MhIqNQx9PRkS6KtpbyT+57VTCE69jEdJCiyik0NBKrDOOuoEd7lkFMRQE0Il13/FtE8koaCbq+gS7OnIs8Q5qp3VrKvjav2waKOMdtAeOkA2OkF1dIkayEEUPaAn9IJejUfj2Xgz3iejJaPY2UZ/YHx8Ay6FmRE=</latexit><latexit sha1_base64="Ixqf34GWYjJFPf6Gyml303dpv90=">AAACBXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEsRBosgLkoigror6MJlRWMLTSiT6aQdOnkwcyOWkJUbf8WNCxW3/oM7/8ZpG0FbDwwczrmXO+f4ieAKLOvLKM3NLywulZcrK6tr6xvm5tatilNJmUNjEcuWTxQTPGIOcBCslUhGQl+wpj84H/nNOyYVj6MbGCbMC0kv4gGnBLTUMXddYPfgB9lFjt2QJApi/CNd5x2zatWsMfAssQtSRQUaHfPT7cY0DVkEVBCl2raVgJcRCZwKllfcVLGE0AHpsbamEQmZ8rJxjBzva6WLg1jqFwEeq783MhIqNQx9PRkS6KtpbyT+57VTCE69jEdJCiyik0NBKrDOOuoEd7lkFMRQE0Il13/FtE8koaCbq+gS7OnIs8Q5qp3VrKvjav2waKOMdtAeOkA2OkF1dIkayEEUPaAn9IJejUfj2Xgz3iejJaPY2UZ/YHx8Ay6FmRE=</latexit><latexit sha1_base64="Ixqf34GWYjJFPf6Gyml303dpv90=">AAACBXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEsRBosgLkoigror6MJlRWMLTSiT6aQdOnkwcyOWkJUbf8WNCxW3/oM7/8ZpG0FbDwwczrmXO+f4ieAKLOvLKM3NLywulZcrK6tr6xvm5tatilNJmUNjEcuWTxQTPGIOcBCslUhGQl+wpj84H/nNOyYVj6MbGCbMC0kv4gGnBLTUMXddYPfgB9lFjt2QJApi/CNd5x2zatWsMfAssQtSRQUaHfPT7cY0DVkEVBCl2raVgJcRCZwKllfcVLGE0AHpsbamEQmZ8rJxjBzva6WLg1jqFwEeq783MhIqNQx9PRkS6KtpbyT+57VTCE69jEdJCiyik0NBKrDOOuoEd7lkFMRQE0Il13/FtE8koaCbq+gS7OnIs8Q5qp3VrKvjav2waKOMdtAeOkA2OkF1dIkayEEUPaAn9IJejUfj2Xgz3iejJaPY2UZ/YHx8Ay6FmRE=</latexit>
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索已经处理的轨迹信息。 

种子指导下的深度度量学习。基于 SAM 轨迹编码器，NeuTraj 利用种子轨

迹的相似度，指导编码器参数的优化。优化 NeuTraj 时，每次以一对种子轨迹

作为输入，首先分别对轨迹进行编码得到轨迹表示向量；然后优化编码网络参

数，使得轨迹表示向量之间的相似度和矩阵𝐒中的相似度近似。现有度量学习方

法采用随机采样来产生训练轨迹对，这意味着所有轨迹对都是等权重的。这种

采样方式会造成模型收敛变慢的问题。本文提出了加权排序损失将模型的优化

重点聚焦在更有区分力的轨迹对上。对于一条种子轨迹来说，NeuTraj 假设与其

相似度最大或最小的轨迹比中间部分轨迹更有区分力。因此，NeuTraj 首先利用

加权采样得到最相似和最不相似的轨迹来构成训练轨迹对，然后利用排序损失

学习网络的参数。 

4.2.2  空间注意力记忆机制 

本节介绍了空间注意力记忆 SAM（Spatial Attention Memory）机制，该机

制可以增强传统 RNN 模型，使其具备建模序列空间邻近特性的能力。下面首先

介绍 SAM 的结构及空间记忆张量；然后介绍 SAM 增强的 LSTM；最后，详细

介绍 SAM 增强 LSTM 中对于空间记忆张量的读写操作。 

 
图 4. 2 空间注意力记忆（SAM）机制示意图 

Figure 4. 2 Illustration of the proposed spatial attention memory(SAM) 

4.2.2.1  基于网格的空间记忆张量 

SAM 机制首先将空间划分为等大小的空间网格单元，然后定义了一个基于
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空间网格的空间记忆张量（Spatial Memory Tensor）。这样，任何轨迹𝑇 =

[𝑋." , . . . , 𝑋J" , . . . ]都有与之对应到网格序列𝑇� = [𝑋.
�, . . . , 𝑋J

�, . . . ]，其中𝑋J
� =

(𝑥J
�, 𝑦J

�)是指定对应网格在横纵第𝑥J
�
和𝑦J

�
个位置。图 4.2 展示了 SAM 的结构。

如图所示，其核心部分是空间记忆张量𝐌。𝐌存储空间中所有网格单元的向量

表示，能够编码和检索已经处理过的轨迹的空间信息。具体来说，假设整个空

间被划分为P × Q个网格单元，则张量𝐌的维度为R'×(×)，其中 d 是循环单元隐

含状态的维度。𝐌中的每个切片(p, q, : )是存储空间网格	(p, q)的向量表示。所有

网格单元表示向量在训练之前都被初始化为 0。随着 NeuTraj 处理轨迹，𝐌将随

之更新并对处理轨迹中的空间信息进行编码。 

 
图 4. 3 SAM 增强的 LSTM 

Figure 4. 3 SAM-augmented LSTM 

4.2.2.2  SAM 增强的 LSTM 

图 4.3 展示了 SAM 增强的 LSTM 单元架构，图中绿色部分是新提出的

SAM 模块。如图所示，在每个循环步骤𝑡中，该单元以X, = (𝑋J" , 𝑋J
�)和前一步骤

的隐含状态𝒉𝒕Y𝟏作为输入，输出𝒉𝒕并进行下一个循环。与 LSTM 操作相似，

SAM 增强的 LSTM 使用门控机制（gate mechanism）来控制对单元状态c,的操

作。计算过程进行： 

(𝒇𝒕, 𝒊𝒕, 𝒔𝒕, 𝒐𝒕)/ = 𝜎o𝑾𝒈 ∙ 𝑋J" + 𝑼𝒈 ∙ 𝒉𝒕Y𝟏 + 𝒃𝒈p    （4.1） 

𝐜𝐭~ = tanh(𝑾𝒄 ∙ 𝑋J" + 𝑼𝒄 ∙ 𝒉𝒕Y𝟏 + 𝒃𝒄)      （4.2） 

𝒄𝒕^ = 𝒇𝒕 ∙ 𝒄𝒕Y𝟏 + 𝒊𝒕 ∙ 𝒄𝒕~         （4.3） 

𝒄𝒕 = 𝒄𝒕^ + 𝒔𝒕 ∙ 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝒄𝒕^, 𝑋J
�,𝑴)       （4.4） 

⇥
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writeo𝒄𝒕, 𝒔𝒕, 𝑋J
�,𝑴p          （4.5） 

𝒉𝒕 = 𝒐𝒕 ∙ tanh	(𝒄𝒕)          （4.6） 

在其中𝐖𝐠 ∈ 𝑅9¥×0,𝑼𝒈 ∈ 𝑅9¥×¥,𝑾𝒄 ∈ 𝑅¥×0,𝑼𝒄 ∈ 𝑅¥×¥，d是隐含状态的大

小。所有的门向量(𝒇𝒕, 𝒊𝒕, 𝒔𝒕, 𝒐𝒕)、单元状态(𝒄𝒕~, 𝒄𝒕^, 𝒄𝒕)和隐含状态(𝒉𝒕,𝒉𝒕Y𝟏)有着

相同的维度：R)×.。 

为了获得隐含状态𝒉𝒕，该单元执行以下操作步骤： 

l 门操作。通过公式 4.1，该单元使用 sigmoid 函数 σ 对输入坐标𝑋J"和前一个

隐含状态𝒉𝒕Y𝟏的线性组合进行非线性变换，得到四个门：遗忘门𝒇𝒕，输入门

𝒊𝒕，空间门𝒔𝒕和输出门𝒐𝒕； 

l 单元状态操作。根据公式 4.2~4.4，该单元根据𝒇𝒕，𝒊𝒕，𝒔𝒕和输入(𝑋J" , 𝑋J
�)产

生当前循环步骤的单元状态𝒄𝒕。 

l 隐含状态操作。通过公式 4.6，该单元产生𝒉𝒕，并将其输出到下一个循环步

骤。 

SAM 增强 LSTM 的关键操作在于公式 4.4 和 4.5。其中公式 4.4 使用读取操

作来获得𝐌中与当前输入相关的历史轨迹信息增加𝒄𝒕^。此外，该单元通过公式

4.5 的写入操作更新记忆张量𝐌。读取和写入操作的细节将在下节中介绍。 

4.2.2.3  空间记忆张量的读取和写入操作 

SAM 使用注意力机制控制的空间记忆张量𝐌的读写操作：在读取操作中，

SAM 从𝐌中搜索与输入网格𝑋J
�
邻近空间网格的表示向量，并用该信息增强轨迹

当前输入；在写入操作中，SAM 将当前轨迹输入的信息更新到𝑋J
�
对应的网格

表示向量。 

读取操作：在每一个循环步骤中，SAM 从空间记忆张量中检索信息并使用

该信息来增强对当前轨迹输入的编码。如图 4.2 所示，读取操作在每个循环步

骤中会以两部分信息作为输入：网格单元输入𝑋J
�
；中间单元状态𝒄𝒕^。利用这两

个输入，该操作输出一个含有部分空间记忆张量𝐌信息的状态向量𝒄𝒕𝒉𝒊𝒔，这个向

量通过共享同一个空间记忆张量𝐌来建模轨迹之间的空间邻近关系。 

如图 4.2 所示，读取操作首先提取在空间中接近𝑋J
� = (𝑥J

�, 𝑦J
�)的网格单
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元。具体来说，该操作利用宽度𝑤扫描空间网格，获取(𝑥J
�, 𝑦J

�)周围的单元格：

𝑠𝑐𝑎𝑛o𝑥J
�p = :𝑥J

� − 𝑤, 𝑥J
� + 𝑤;; 𝑠𝑐𝑎𝑛o𝑦J

�p = [𝑦J
� − 𝑤, 𝑦J

� + 𝑤]。经过该步骤，相

关的网格表示向量从𝐌中取出并存入到维度为R(0<O.)Ù×)的张量𝐆𝐭中。然后，读

取操作利用注意力机制，以单元状态𝒄𝒕^查询，以𝐆𝐭作为内容生成 d 维状态向量

𝒄𝒕𝒉𝒊𝒔。 注意力机制运算如下： 

𝑨 = softmax(𝐆𝐭 ∙ 𝐜𝒕); 

𝐦𝐢𝐱 = 𝐆𝐭 ∙ 𝑨; 

𝒄𝒕𝒄𝒂𝒕 = [𝐜𝒕,𝒎𝒊𝒙]; 

 𝒄𝒕𝒉𝒊𝒔 = tanh	(𝑾𝒉𝒊𝒔 ∙ 𝒄𝒕𝒄𝒂𝒕 + 𝒃𝒉𝒊𝒔)  （4.7） 

 

图 4. 4 空间读写操作示例 

Figure 4. 4 Example to illustrate spatial reads and writes 

矩阵𝑾𝒉𝒊𝒔和𝒃𝒉𝒊𝒔是注意力网络中的参数。𝑨 ∈ R(0<O.)Ù×.是注意力权重，它反

映了当前状态c,^与已处理轨迹信息张量𝐆𝐭中网格的相似度。例如，图 4.4 中𝑇.~𝑇¬

是历史处理过的轨迹，网格单元𝑔.~𝑔.是含有空间信息的非零网格单元。以𝑋J
�
作

为输入，经过注意力网络后，网格单元𝑔9~𝑔A的注意力权重为 0.2，0.1，0.6，和

0.1，表示当前处理轨迹与 T1 更相似。mix ∈ R)×.是G,中表示向量的权重之和。

最终，该操作经过全连接层将𝒄𝒕𝒄𝒂𝒕转换为 d 为向量并产生包含历史信息的空间单

元状态𝒄𝒕𝒉𝒊𝒔。得到𝒄𝒕𝒉𝒊𝒔后，经 SAM 增强的 LSTM 将它与𝒄𝒕^结合，然后通过公式 4.7

得到最终的单元状态𝒄𝒕。 

写入操作：在处理过程中，当前轨迹输入应更新𝐌中对应网格单元的表示
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向量。在每一循环步骤中，写入操作基于𝒔𝒕对𝐌中的相应条目进行稀疏更新操

作： 

 𝐌o𝑿𝒈p𝐧𝐞𝐰 = 𝜎(𝒔𝒕) ∙ 𝒄𝒕 + o1 − 𝜎(𝒔𝒕)p ∙ 𝐌o𝑿𝒈p𝒐𝒍𝒅 （4.8） 

由上述公式可看出，网格单元的表示向量是处理过的轨迹状态信息的加权

平均。需要注意的是，SAM 增强的 LSTM 对读取操作和写入操作使用相同的空

间门𝒔𝒕。这是因为𝒔𝒕不仅反映了𝒄𝒕𝒉𝒊𝒔对当前输入的置信度，还反映了当前输入中

有多少信息适合更新到𝐌(𝑋�)。另外，共享𝒔𝒕可以减少了 NeuTraj 需要优化的参

数数量。 

4.2.3  种子引导的深度度量学习 

在本节首先概述 NeuTraj 深度度量学习过程，然后提出加权采样和参数优

化方法来学习 NeuTraj 参数。 

4.2.3.1  NeuTraj 深度度量学习过程 

图 4.1 展示了 NeuTraj 方法，该方法使用 RNN 将变长轨迹映射到一个 d 维

向量，并使向量间相似度近似等于轨迹相似度。如图所示，NeuTraj 的核心是

SAM 增强的 RNN 编码器。对于输入轨迹，该编码器将 RNN 的最终隐含状态

作为轨迹表示。对于任何两个输入轨迹𝑇4和𝑇W		(𝑖, 𝑗 ∈ [1, . . . ,𝑁])，RNN 编码器能

够将它们投影到两个 d 维向量𝑬𝒊和𝑬𝒋。优化的目标是学习编码器参数，使得𝑬𝒊

和𝑬𝒋之间的相似度接近给定相似性度量计算结果𝒇(𝑻𝒊,𝑻𝒋)。然而，直接拟合种子

相似度矩阵𝐒中的所有种子轨迹对会导致模型收敛变慢并存在过拟合的风险。因

此需要选择合适训练样本用于优化 NeuTraj。本文将 NeuTraj 的损失函数定义为

所有训练样本对 MSE（Mean Square Error）的加权之和： 

 𝐦𝐢𝐧∑ 𝒘𝒌 · K𝒇o𝑻𝒊,𝑻𝒋p − 𝒈o𝑻𝒊,𝑻𝒋pL
𝟐

𝑲
𝒌O𝟏  （4.9） 

其中 K 是训练样本对的数量, 𝑤2是对 k 的权重。 

为此选取合适的训练样本对，本文设计了加权采样过程。具体来说，

NeuTraj 首先顺序地将种子池中的轨迹作为锚轨迹，对于一条锚定轨迹𝑇<，从种

子轨迹中采样一组相似轨迹𝒯AÎ以及一组不相似轨迹𝒯A)，以形成关于𝑇<相似和不
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相似的训练样本对。然后利用加权排序损失设计目标函数，鼓励 NeuTraj 以更

有区分度的轨迹样本对的优化 NeuTraj 参数，用以拟合轨迹相似度矩阵𝐒。 

4.2.3.2  加权排序损失和参数优化 

NeuTraj 与经典度量学习方法 Siamese 网络相关（Bromley 等.,1993）。

Siamese 网络使用随机采样的方法生成训练轨迹对，这意味着所有训练轨迹对在

损失函数中有着相同的权重。该假设不适用于轨迹相似度计算任务，因为它忽

略了轨迹之间的空间邻近性，会导致模型收敛变慢和精度降低。 

为了解决上述问题，本文提出了加权排序损失。给定一个锚定轨迹，

NeuTraj 需要重点关注与其最相似的轨迹和最不相似的轨迹，因为它们比其他的

轨迹更具有区分度。NeuTraj 首先需要将原始距离矩阵𝐃转换为归一化的相似矩

阵𝐒，过程如下所示： 

 𝐒𝐢,𝐣 = 𝐞𝐱𝐩o−𝜶 ∙ 𝐃𝐢,𝐣p /∑ 𝐞𝐱𝐩	(−𝜶 ∙ 𝐃𝐢,𝐧)𝑵
𝒏O𝟏  （4.10） 

其中 α 是控制相似度数值分布的参数。原始距离的分布通常服从幂律分

布，并且距离的大小可以跨越很大范围。该转换本质上是一种平滑操作，它将

相似度值压缩至范围[0,1]。 

受 Manmatha 等（2017）的启发，加权采样的工作原理如下。首先将种子

池中的 N 条轨迹依次作为锚定轨迹进行操作。对于一个锚轨迹 𝑇<，NeuTraj 从

相似度矩阵𝐒中取相应的行，作为重要度的权重𝐈𝐚。然后，利用 𝐈𝐚 作为权重采

样 n 个不同的轨迹作为相似样本：𝒯AË = {𝑇.Ë, … , 𝑇�Ë}。相反的，使用1 − 𝐈𝐚作为

权重，采样 n 个不相似的轨迹样本𝒯A¥ = {𝑇.¥, … , 𝑇�¥}。最后，按照相似度降低的

顺序对 𝒯AË 进行排序，并按相似度增加的顺序对 𝒯A¥ 进行排序。经过上述过

程，我们获得了 2n 对与𝑇<相关的训练样本对。 

根据训练样本对，NeuTraj 利用轨迹编码器生成轨迹表示向量，并按照如下

公式为锚轨迹𝑇<定义了相似和不相似轨迹对的相似度： 

																											SA^Î = 𝑆^(𝑇<, 𝒯<Î) = [𝑔(𝑇<, 𝑇.Ë), …𝑔(𝑇<, 𝑇�Ë)]; 

 SA^) = 𝑆^o𝑇<, 𝒯<)p = :𝑔o𝑇<, 𝑇.¥p, …𝑔(𝑇<, 𝑇�¥); （4.11） 

𝑔oTT, 𝑇Wp = exp	(−𝐸𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑒𝑎𝑛(𝑬𝒊,𝑬𝒋)) 用来计算两个轨迹表示向量之间的相似
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度，E 是相应轨迹的表示向量。 

NeuTraj 利用加权排序损失定义训练的损失函数。受 Cao 等（2007），

McFee 和 Lanckriet（2010）启发，给定由 n 个轨迹对组成的排好序的列表，我

们将排序权重依次置为𝑟	 = (1, .
0
, . . . , .

.
, . . . , .

U
)，并用 ∑ 𝑟t�

tO.  对权重进行归一

化。对于 n 个相似的轨迹对，它们的权重随着排序顺序而减小，即𝒯AË中最相似

的轨迹被认为是最重要的。因此将𝑇<中的相似轨迹对的损失定义为： 

 L<Î = ∑ 𝑟t ∙ o𝑔(𝑇<, 𝑇tË) − 𝑓(𝑇<, 𝑇tË)p
0�

tO.  （4.11） 

其中𝑓(𝑇4, 𝑇W)是𝑇4, 𝑇W的准确相似度。对于不相似的轨迹对，不需关注最不相似的

样本对之间距离。因此对于不相似样本对，设计损失函数如下： 

 LA¥ = ∑ 𝑟t ∙ VReLU K𝑔o𝑇<, 𝑇t¥p − 𝑓o𝑇<, 𝑇t¥pLW
0

�
tO.   （4.12） 

其中函数 ReLU(x) = max	(0, x) 。当 𝑔o𝑇<, 𝑇t¥p − 𝑓o𝑇<, 𝑇t¥p < 0时LA¥ = 0，意味

着不相似的样本在轨迹表示向量空间中与锚轨迹的距离足够远；当 𝑔o𝑇<, 𝑇t¥p −

𝑓o𝑇<, 𝑇t¥p > 0时LA¥ > 0，应该调整轨迹表示向量，以扩大锚轨迹与不相似样本

的在轨迹表示向量空间中的距离。最后，给定种子轨迹池𝒮，NeuTraj 的损失是

所有 N 个种子上相似和不相似样本的总和。 

 L𝒮 = ∑ (L<Ë + L<¥ )<∈[.,0,…,H]   （4.13） 

由于所有模块和损失函数都是可微分的，NeuTraj 中的所有参数都可以用端

到端的方式进行学习。在训练过程使用反向传播时间（BPTT）算法更新参数，

并使用 Adam 优化器进行参数优化。 

4.2.3.3  复杂度分析 

利用 NeuTraj 计算轨迹相似度的计算过程包括两部分：轨迹编码部分和距

离计算部分。轨迹编码部分的计算开销与轨迹长度是线性关系。在一个循环步

骤中，循环神经网络单元处理轨迹中记录的过程仅与当前记录有关，是一个固

定的常数。因此，轨迹编码部分的计算复杂度是线性的。距离计算方面，对于

一对轨迹，轨迹表示向量维度 d 是常数，表示空间中距离计算的复杂度也是常

数。因此，NeuTraj 的总计算复杂度也是线性的。 
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对于轨迹数据库来说，轨迹编码部分仅需要计算一次。对于轨迹相似度检

索来说，当进行新的检索轨迹输入时，仅需要对新轨迹进行编码，并基于轨迹

表示向量搜索相似的轨迹。因此，计算开销与轨迹搜索空间大小成线性关系，

这使得 NeuTraj 适用于大型数据集。 

4.3  性能评估 

为了评估 NeuTraj，本文进行两大类实验：Top-K 轨迹相似性检索及轨迹聚

类，分别用于评估 NeuTraj 在轨迹检索和轨迹对相似度计算上的准确率和效率。

本节首先介绍了实验设置，然后展示并分析了实验结果。 

4.3.1  实验设置 

实验设置部分主要包括数据集、实验方案、对比方法、评估及参数设置，下

面分别介绍上述五个方面 

4.3.1.1  实验数据 

本实验基于两个公开的城市轨迹数据集：北京和波尔图。第一个数据集

（Zheng 等.，2010），简称 Geolife，由 2007 年至 2010 年的 17621 个人类流动

轨迹组成。第二个数据集（Matias 等.，2016）包含 2013 年至 2014 年超过 170

万的出租车轨迹。为了节制 M 的大小以节省内存空间，实验数据选择在城市中

心区域的轨迹，并将该区域离散为 50 米×50 米的网格单元，然后删除少于 10

条记录的轨迹。经过上述预处理，获得 8203 条 Geolife 轨迹和 601071 条 Porto

轨迹。 

4.3.1.2  实验方案 

为了评估 NeuTraj 的准确性，本文研究了 Geolife 和 Porto 数据集上的 Top-

K 相似性检索问题，并在 Fre´chet 距离、Hausdorff 距离、ERP 和 DTW 四种相

似性度量下评估了 NeuTraj 的性能。其中前三个满足度量定义，即相似度是对

称的并且满足三角不等式，可以直接利用度量学习近似。由于 DTW 不满足三

角不等式，导致 DTW 距离不是标准的度量。DTW 的实验验证了 NeuTraj 在非

标准度量上的近似性能。 
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轨迹 Top-K 相似性检索的准确结果是基于相似度定义得到的 Top-K 相似轨

迹。对于 Geolife，本实验计算所有轨迹对的准确相似度，并随机选择 20％轨迹

作为训练 NeuTraj 的种子轨迹。另外，10％的轨迹用于调整参数，70％用于测

试。对于 Proto，由于轨迹数量巨大，直接计算所有轨迹对的精确相似度是不切

实际的。我们随机选择一万条轨迹来计算轨迹对相似度，并按照与 Geolife 相同

的实验方案进行实验。Top-K 相似性检索的性能比较，效率研究和参数灵敏度

的实验结果分别在小节 4.3.2.1、4.3.2.2 和 4.3.2.3 中讨论。 

为了评估 NeuTraj 在计算轨迹对相似度时的有效性，本文对两个数据集进

行了轨迹聚类实验，比较了精确相似度和基于轨迹表示向量相似度之间聚类结

果的差异。实验首先利用 DBSCAN 分别基于两种相似度获得聚类结果，并根据

同质性、完整性、V 度量和调整随机指数四个聚类评估指标评估两个聚类结果

下的差异。轨迹聚类的结果显示在小节 4.3.2.4 中展示。 

另外，本文还进行零样本学习测试，以验证 NeuTraj 能否适用于没有真实

轨迹，仅有道路网络的城市。基于北京的道路网络（Pallotta 等.，2013），本文

仿真了 6000 条轨迹作为种子并利用仿真轨迹相似度训练 NeuTraj。然后基于真

实的 Geolife 轨迹验证 Top-K 检索结果。零学习的结果在 4.3.2.5 中展示。 

4.3.1.3  对比方法及评价指标 

在四种轨迹相似性度量方法上，本文将 NeuTraj 与三类方法进行了比较： 

l 近似算法：除了 ERP 没有近似算法外，其他三种相似性度量都有近似算

法。本文利用 Driemel 和 Silvestri（2017）所提出的方法用于计算 Fre´chet

和 DTW 距离，Backurs 和 Sidiropoulos（2016）提出的方法用于计算

Hausdorff 距离。我们将这些近似算法统称为 AP。 

l Siamese Network（Bromley 等.，1993）：此类方法是基于 Siamese 网络的度

量学习方法。轨迹编码模型采用标准 LSTM 的 RNN 并利用随机采样的轨迹

对学习编码器参数，此类方法统称为 Siamese。 

l NeuTraj 变体：最后，本实验测试了 NeuTraj 的两种变体。（1）将 NeuTraj

中的权重采样替换为随机采样测试加权排序损失的有效性。该变体记为 NT-

NO-WS。（2）用标准 LSTM 替换 NeuTraj 中的 SAM 增强的 LSTM 单元，
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记为 NT-NO-SAM，测试所提出的空间注意力记忆机制的效果。 

实验结果使用三种不同的指标进行评估。第一个是 Top-K 命中率，它统计

了 NeuTraj 计算的前 k 个轨迹与准确 Top-K 轨迹的重叠百分比。本实验统计了

Top-10（HR @ 10）和 Top-50 检索（HR @ 50）的命中率。第二个是对 Top-10

名准确结果（R10 @ 50）的 Top-50 召回率。该指标评估了通过 NeuTraj 生成的

Top-50 轨迹中包含了多少 Top-10 的精确结果。第三个指标是 Top-10 个结果的

平均距离失真，表示为𝛿X.Y和𝛿Z.Y。根据 NeuTraj 结果和准确结果，计算其

Top-10 轨迹与检索轨迹的平均距离之差记作𝛿X.Y；𝛿Z.Y基于 NeuTraj 结果的

Top-50 轨迹比较其与 Top-10 个最相似的轨迹平均距离之差。该距离越小，方法

的准确率越强。 

4.3.1.4  参数设置 

NeuTraj 中的关键参数包括：（1）表示向量维数 d;（2）注意记忆读取器的

扫描宽度 w。本实验通过在范围{16,32,64,128,256}中进行网格搜索来确定 d 的

值。通常，性能随着 d 增加而在足够大时逐渐稳定。对于 w，本实验在

{0,1,2,3,4}中进行了搜索，发现在两个数据集上 w = 2 时实验结果最佳。因此设

置 d = 128 和 w = 2。此外，将训练是每批锚轨迹数量设置为 20，将样本大小 n

设置为 10。小节 4.3.2.3 阐述了参数敏感度分析的结果。 

4.3.2  实验结果分析 

本节从 Top-K 检索准确率、Top-K 检索效率、参数敏感度分析、轨迹聚类和

零样本学习五个方面分析了 NeuTraj 的准确率、效率和灵活性。 

4.3.2.1  Top-K 检索准确率比较 

表 4.2 展示了不同相似性度量下，NeuTraj 在 Top-K 相似度检索任务上的准

确率。两个数据集上，NeuTraj 在大多数指标中都明显优于对比方法。以 Fre´

chet 距离为例。与近似算法（AP）相比，NeuTraj 及其变体，将 H10@10 提高

近两倍，R10 @ 50 增加约 70％，平均距离减少约 69％。NeuTraj 相对于 

Siamese 网络的优势也很明显。造成这种现象的原因有两个方面。首先，与

Siamese 网络相比，加权采样和排序损失可以产生区分力更强的训练轨迹样本对
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和更有针对性的损失函数。其次，空间注意记忆模块建模轨迹的空间邻近特

性，这有利 NeuTraj 产生高质量的轨迹表示向量。在四个相似性度量中，

NeuTraj 在 DTW 上的性能比其他三个相似性度量差。其原因是基于轨迹表示向

量的距离是标准度量，而 DTW 则不是。这样的系统误差使得 NeuTraj 在 DTW

表现不如其他三种相似性度量方法。 

表 4. 2 Top-K 相似性检索中不同方法的性能比较 

Table 4. 2 Performance comparison for different methods on Fre´chet, Hausdorff, ERP and 

DTW distances 

数据 方法 
Fre´chet 

HR@10 HR@50 R10@50 𝛅𝐇𝟏𝟎/𝛅𝐑𝟏𝟎 

Geolife 

AP 0.2374 0.2542 0.5290 213/87 

Siamese 0.4631 0.6032 0.8121 162/34 

NeuTraj 0.4947 0.6786 0.8403 84/18 

Porto 

AP 0.2542 0.2851 0.5520 208/79 

Siamese 0.4740 0.5802 0.7970 128/27 

NeuTraj 0.5225 0.6351 0.8292 89/8 

 

数据 方法 
Hausdorff 

HR@10 HR@50 R10@50 𝛅𝐇𝟏𝟎/𝛅𝐑𝟏𝟎 

Geolife 

AP 0.2967 0.3180 0.5363 217/113 

Siamese 0.3120 0.4236 0.6640 199/69 

NeuTraj 0.3691 0.4870 0.7416 152/42 

Porto 

AP 0.2832 0.2966 0.5620 201/86 

Siamese 0.3834 0.4999 0.7760 165/48 

NeuTraj 0.4372 0.5714 0.8089 101/15 
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（续表） 

数据 方法 
ERP 

HR@10 HR@50 R10@50 

Geolife 

AP —— —— —— 

Siamese 0.5787 0.7363 0.8964 

NeuTraj 0.6137 0.7780 0.9424 

Porto 

AP —— —— —— 

Siamese 0.4982 0.6893 0.9043 

NeuTraj 0.5427 0.7297 0.9277 

 

数据 方法 
DTW 

HR@10 HR@50 R10@50 

Geolife 

AP 0.3870 0.4268 0.7139 

Siamese 0.2680 0.4582 0.6172 

NeuTraj 0.3067 0.4832 0.6513 

Porto 

AP 0.3798 0.4160 0.7010 

Siamese 0.3832 0.4804 0.7602 

NeuTraj 0.4370 0.5613 0.8396 

 

表 4. 3 NeuTraj 变体实验结果 

Table 4. 3 Results of ablation experiments for different methods on Fre´chet, Hausdorff, ERP 

and DTW distances 

数据 方法 
Fre´chet 

HR@10 HR@50 R10@50 𝛅𝐇𝟏𝟎/𝛅𝐑𝟏𝟎 

Geolife 

NT-NO-WS 0.4736 0.6353 0.7996 139/27 

NT-NO-SAM 0.4842 0.6483 0.8198 117/23 

NeuTraj 0.4947 0.6786 0.8403 84/18 

Porto 

NT-NO-WS 0.4990 0.5883 0.7981 102/10 

NT-NO-SAM 0.5154 0.6121 0.8171 92/10 

NeuTraj 0.5225 0.6351 0.8292 89/8 
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（续表） 

数据 方法 
Hausdorff 

HR@10 HR@50 R10@50 𝛅𝐇𝟏𝟎/𝛅𝐑𝟏𝟎 

Geolife 

NT-NO-WS 0.3338 0.4393 0.6273 169/55 

NT-NO-SAM 0.3574 0.4607 0.7219 157/46 

NeuTraj 0.3691 0.4870 0.7416 152/42 

Porto 

NT-NO-WS 0.4190 0.5628 0.7909 140/33 

NT-NO-SAM 0.4238 0.5691 0.8033 126/16 

NeuTraj 0.4372 0.5714 0.8089 101/15 

 

数据 方法 
ERP 

HR@10 HR@50 R10@50 

Geolife 

NT-NO-WS 0.5880 0.7170 0.8686 

NT-NO-SAM 0.6090 0.7537 0.9291 

NeuTraj 0.6137 0.7780 0.9424 

Porto 

NT-NO-WS 0.5192 0.6920 0.8917 

NT-NO-SAM 0.5382 0.7111 0.9107 

NeuTraj 0.5427 0.7297 0.9277 

 

数据 方法 
ERP 

HR@10 HR@50 R10@50 

Geolife 

NT-NO-WS 0.2591 0.4610 0.6260 

NT-NO-SAM 0.2881 0.4792 0.6482 

NeuTraj 0.3067 0.4832 0.6513 

Porto 

NT-NO-WS 0.3930 0.5013 0.7919 

NT-NO-SAM 0.4238 0.5425 0.8148 

NeuTraj 0.4370 0.5613 0.8396 

NeuTraj 变体实验的结果如表 4.3 所示。将 NeuTraj 与其变体进行比较，可

以进一步验证 NeuTraj 中两个主要模块的有效性。以 Geolife 数据集上 Fre´chet

距离的结果为例：（1）通过 SAM 模块，NeuTraj 将 NT-NO-WS 的 HR @ 10 从

0.46 提高到 0.47; （2）通过包括加权采样和优化模块，NeuTraj 将 NT-NO-WS

的 HR @ 10 从 0.47 提高到 0.49。Porto 数据集和其他三个相似性度量的趋势相

似。另外，两个数据集中 HR @ 10 和 HR @ 50 的值不是很高。其原因在于两个

数据集中的轨迹都有很多近似重复的轨迹。该现象可以从𝛿X.Y的值上看出。 
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4.3.2.2  Top-K 检索效率比较 

本小节研究了 NeuTraj 在 Top-K 相似性检索上的效率，首先研究了 NeuTraj

在线相似性检索的时间开销，然后研究了 NeuTraj 离线训练时间开销。该实验

在配有 Inter Xeon E5 @ 2.20GHz CPU 和 Nvidia P100 GPU 的服务器上进行。 

表 4. 4 无索引的在线相似度检索的时间开销 

Table 4. 4 Time cost for online similarity search without index 

方法 1k 5k 10k 200k 

 Fre´chet 

BruteForce 8.712s 41.876s 84.480s 1639.834s 
AP 1.840s 11.319s 23.107s 532.652s 

NT-NO-SAM 0.461s 0.471s 0.489s 1.576s 

NeuTraj 0.461s 0.470s 0.490s 1.574s 

 Hausdorff 

BruteForce 0.238s 1.416s 2.981s 51.642s 
AP 0.127s 0.154s 0.179s 3.426s 

NT-NO-SAM 0.026s 0.046s 0.072s 1.133s 

NeuTraj 0.024s 0.047s 0.073s 1.131s 

 ERP 
BruteForce 0.409s 1.982s 3.807s 73.054s 

NT-NO-SAM 0.027s 0.046s 0.081s 1.154s 

NeuTraj 0.026s 0.047s 0.081s 1.152s 

 DTW 

BruteForce 0.305s 1.482s 3.070s 59.054s 
AP 0.119s 0.142s 0.185s 4.021s 

NT-NO-SAM 0.023s 0.044s 0.066s 1.028s 

NeuTraj 0.021s 0.043s 0.067s 1.027s 

在线相似度检索的时间开销。该部分实验分为无索引相似性检索实验和有

索引相似性检索实验。通过无索引实验可以验证 NeuTraj 与已有近似方法之间

的加速效果对比；通过有索引的相似性检索实验，证明 NeuTraj 的灵活性，即

可以与已有轨迹索引技术相结合，进一步加速相似性检索过程。 

无索引的相似性检索。表 4.4 显示了 NeuTraj 在不同大小轨迹数据集上进行

Top-K 相似性检索的时间开销。具体来说，首先从 Porto 数据集中分别随机抽取

大小为 1K，5K，10K 和 200K 的四个轨迹子数据库。然后，使用 NeuTraj 为每
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个轨迹执行 Top-50 相似性检索，得到 50 条轨迹后计算它们与检索轨迹的准确

相似度。表 4.4 统计了处理一个查询的平均时间开销，NeuTraj 与 BruteForce 方

法，近似算法（AP），以及基于神经网络的方法（NT-NO-SAM）进行了比较。

可以看出，NeuTraj 实现了比 BruteForce 高 50-1500 倍的加速，对比近似算法

AP 具有 3-500 倍的加速。 

表 4. 5 有索引的在线相似度检索的时间开销 

Table 4. 5 Time cost for online similarity search with index 

方法 1k 5k 10k 200k 

 Bounding Box R-tree Index 

BruteForce 5.526s 27.802s 54.558s 1070.433s 

AP 0.438s 1.731s 4.372s 62.853s 

NeuTraj 0.005s 0.029s 0.056s 0.868s 

涉及轨迹数 675 3377 6736 134051 

 Grid-based Inverted Index 
BruteForce 5.633s 27.793s 54.993s 1098.042s 

AP 0.460s 1.911s 4.722s 66.072s 

NeuTraj 0.006s 0.030s 0.065s 1.173s 

涉及轨迹数 685 3424 6834 136201 

有索引相似性检索。本实验将 NeuTraj 于两种主流的索引技术结合：（1）边

界框R-tree; （2）基于网格的倒排索引，并随机选择200个轨迹查询来测试NeuTraj

的灵活性。在各种大小的轨迹子数据库上，利用 Fre´chet 计算轨迹相似度，本实

验将索引扩展的 NeuTraj 与两类方法进行了对比：BruteForce 方法和近似算法。

表 4.5 统计了检索的平均时间开销。分析实验结果后我们发现 NeuTraj 在两个索

引结构下的时间开销均低于对比方法。对比近似算法，NeuTraj 实现了超过 30 倍

的加速。 

表 4. 6 训练的时间成本 

Table 4. 6 Time cost for offline model training 

方法 
训练 Embedding 

𝒕𝒆𝒑𝒐𝒄𝒉 #𝒆𝒑𝒐𝒄𝒉 𝒕𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 200k 

Siamese 164s 71 11644s 411s 

NeuTraj 285s 15 5130s 639s 

Ablations Experiments 
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（续表） 

NT-NO-SAM 168s 15 2520s 412s 

NT-NO-WS 283s 20 5660s 636s 

离线训练和轨迹编码的时间开销。对比已有近似算法，NeuTraj 存在额外的

时间开销，这部分开销包括模型训练和轨迹编码的时间开销。本实验分别统计

了离线训练时间和轨迹编码的时间开销。 

离线训练时间。表 4.6 统计了在 Fre´chet 距离下对 Porto 数据集的离线训练

时间。对于 2,000 个种子轨迹，NeuTraj 在 20 个时期内收敛。对于 NeuTraj，一

个时期的训练时间约为 5 分钟，因此 NeuTraj 的整个训练时间不到 2 小时。相

比之下，Siamese 网络需要超过 60 个时期才能收敛，这比 NeuTraj 慢约 3 倍。

另外，本实验还对比了 NeuTraj 与 NT-NO-SAM 的收敛速度，并观察到 NT-NO-

SAM 具有比 NeuTraj 更快的收敛速度，这是因为 SAM 模块引入了额外的计

算，增加了处理轨迹的时间开销。 

 
图 4. 5 NeuTraj 的收敛曲线 

Figure 4. 5 The convergence curve of NeuTraj and NT-NO-SAM 
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图 4. 6 训练数据大小对 NeuTraj 的影响 

Figure 4. 6 HR@10 of NeuTraj and NT-NO-SAM with varying training data size 

 

图 4. 7 表示向量维度变化对 NeuTraj 的影响 

Figure 4. 7 HR@10 of NeuTrajand NT-NO-SAM on with varying embedding size d 
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离线轨迹编码时间开销。离线训练的另一部分是轨迹编码，该程序通过使用

训练好的模型生成轨迹的表示向量。在本实验中，轨迹编码的批大小被设置为

2000 并统计生成 20 万条轨迹表示向量的时间成本。所有统计结果如表 4.6 所示，

可以看出基于 SAM 单元的方法（NeuTraj，NT-NO-WS）比基于标准循环神经网

络单元的方法（NT-NO-SAM，Siamese）稍慢。其原因在于 SAM 单元需要更多

的计算来寻找空间记忆张量中的有用信息。 

4.3.2.3  参数敏感度分析 

本节评估了 Porto 数据集上 NeuTraj 对三个参数的敏感性：训练数据大小，

扫描宽度 w 和轨迹表示向量维度 d。 

训练数据大小的敏感性：本实验研究了种子轨迹数量对 NeuTraj 性能的影

响。图 4.6 显示了四种相似性度量下，NeuTraj 及 NT-NO-SAM 对训练数据大小

的敏感性。将 Porto 的训练数据大小从 500 递增至 8000，如图所示，当训练轨迹

超过 2,000 时，NeuTraj 的性能变得相对稳定。另外，在少量训练数据下，NeuTraj

比 NT-NO-SAM 更鲁棒。当训练轨迹的数量仅为 500 时，NeuTraj 和 NT-NO-SAM

之间的性能差异很大。这是因为 SAM 具有对已处理轨迹的空间信息的记忆能力。 

轨迹表示向量维度 d 的灵敏度：本实验研究了表示向量维度 d 对 NeuTraj 性

能的影响。图 4.7 显示了 d 从 8 逐步增加到 256，NeuTraj 及对比方法在 HR @ 10

的值。如图所示，NeuTraj 及其变体的性能首先增加然后略有下降。其原因在于

参数 d 控制了 NeuTraj 的复杂度。当 d 增加时，模型具有更强的表达能力来捕获

轨迹度量空间的内在结构。然而，当 d 太大时，由于训练数据的大小有限，模型

容易出现过拟合，导致准确率降低。 

扫描宽度 w 的灵敏度：SAM 模块中的扫描宽度 w 是控制哪些历史轨迹对当

前轨迹有用的关键参数。如图 4.8 所示，随着 w 的增加，所有方法的 HR @ 10 均

先增加后略微下降。这种现象的原因有两个：（1）随着 w 增加，SAM 读取器往

往会访问更多空间网格，这在初始阶段对于编码当前轨迹很有用;（2）当 w 太大

时，将不可避免地包含一些不相关轨迹的信息。即使 SAM 中的注意机制可以帮

助减少这种影响，NeuTraj 的性能仍会受到损害。 
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图 4. 8 w 变化对 NeuTraj 的影响 

Figure 4. 8 HR@10 of NeuTraj with varying w 

 

图 4. 9 轨迹聚类结果 

Figure 4. 9 Trajectory clustering result 

4.3.2.4  轨迹聚类结果 

本实验的目标是通过轨迹聚类探索NeuTraj在计算轨迹对相似度任务中的有

效性。实验在 Porto 数据集上 Fre´chet 距离下进行。基于准确的轨迹相似度和

NeuTraj 的近似轨迹相似度，本实验利用 DBSCAN 分别产生聚类结果，并比较两

个聚类结果之间的差异。如图 4.9 所示，将 DBSCAN 簇内最小样本点固定为 10，

随着𝜀的增加，两个结果的变化趋势相似。另外，本实验使用四个聚类结果评价

指标评价两个聚类结果的近似程度，大部分评估指标的最佳值大于 0.8，这表明

使用 NeuTraj 相似度得到聚类与使用精确相似度得到的聚类结果相近。 
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图 4. 10 Geolife 数据集上零样本学习的结果 

Figure 4. 10 Illustration of zero-shot learning results on Geolife dataset 

4.3.2.5  零样本学习评估 

最后，本实验测试了 NeuTraj 在零样本场景下的应用效果。NeuTraj 方法依

赖于真实的轨迹数据库并从数据库中采样种子轨迹作为指导。本实验还关注了在

没有真实的轨迹作为种子的情况下 NeuTraj 的性能表现。具体而言，假设没有真

实轨迹数据库，只有目标区域的道路网络。本实验通过模拟目标移动，产生仿真

轨迹作为种子训练 NeuTraj。基于北京的道路网络（Pallotta 等.，2013），通过在

道路节点图上的随机游走（Random Walk）及插值生成 6000 条仿真轨迹，利用仿

真轨迹训练 NeuTraj，并用 Geolife 中的真实轨迹进行测试。图 4.10 显示了该实

验中 NeuTraj 的 HR @ 10 和 R10 @ 50。可以看出，即使使用仿真轨迹及其距离

作为指导，NeuTraj 在四个相似性度量上仍然可以达到大约 0.7 的 R10 @ 50。该

结果表明即使没有真正的轨迹，NeuTraj 也有很好的效果。 

4.4  小结 

本章提出了一种种子引导深度度量学习的方法NeuTraj用于加速轨迹相似度

计算。NeuTraj 具有快速、准确、通用和灵活的特点。它的创新性在于两个方面：

（1）空间注意记忆（SAM）模块，可以增强现有的 RNN 架构捕捉轨迹之间的空

间邻近特性;（2）加权采样及排序损失，有效利用种子相似度的信息，学习高质

量的轨迹表示向量。在两个真实数据集上的实验结果表明，NeuTraj 可以有效地

加速各种轨迹相似性度计算，同时产生比现有近似算法更高的准确率。 
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第 5 章  基于移动行为特征的半监督轨迹异常检测方法 

本章针对轨迹异常检测中异常标签稀少的问题，提出了基于移动行为特征的

半监督轨迹异常检测方法 Traj2Vec。该方法采用半监督学习的框架，将轨迹异常

检测分为无监督学习和有监督异常检测两个阶段，实现了对标签数据稀少的轨迹

数据集上的异常检测。在无监督学习阶段，提出了基于移动行为特征的无监督表

示学习方法。在有监督异常检测阶段，提出基于分歧学习机制的轨迹异常检测方

法，该方法根据数据标签稀少的特点来设计损失函数及优化方式。实验结果证明，

Traj2Vec 可以显著提升异常检测综合准确率和异常轨迹的召回率。 

本章组织如下：5.1 节详细阐述了研究问题的内容和挑战。5.2 节详细介绍了

基于移动行为特征的半监督轨迹异常检测方法 Traj2Vec。其中，5.2.1 节介绍了半

监督轨迹异常检测的问题定义和方法概述；5.2.2 节介绍了移动行为特征抽取方

法；5.2.3 节详细介绍了基于序列自编码的轨迹表示学习算法；5.2.4 节介绍了基

于半监督学习的轨迹异常检测方法及训练过程；5.4 节在仿真数据集和真实数据

集上分别验证了上述方法的有效性；5.5 节对本章进行了小结。 

5.1  引言 

轨迹异常检测可以从轨迹数据库中的异常轨迹中发现高价值的异常目标，

其结果可以广泛应用于态势监控、行为分析等领域。现实应用中，难以获得轨

迹数据的异常标签。尽管有大量轨迹数据被采集和处理，异常轨迹的标签仍需

要依靠专家经验手动标记。与此相对，训练轨迹异常检测模型需要大量的带标

签数据，这使轨迹异常检测面临标签数据稀少的挑战。 

为了解决轨迹异常检测中数据标签稀少的挑战，现有研究工作提出了许多

利用轨迹数据集中的无标签轨迹来提升轨迹异常检测准确率的方法。根据异常

检测技术不同将现有方法划分为基于模式的轨迹异常检测方法和基于半监督学

习的轨迹异常检测方法。基于模式的异常检测方法利用聚类或模式挖掘的技

术，无监督地发现轨迹中隐含的对异常检测有用的规律来检测异常轨迹。基于
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模式的方法通常利用相似性度量来量化轨迹间的相似性，例如使用如K-

Means、DBSCAN、谱聚类等聚类算法得到相似轨迹簇，并将不属于任何簇的

轨迹视为异常轨迹。该类方法中的某些方法利用模式挖掘技术发现轨迹的伴

随、序列和周期等模式检测异常轨迹。这类方法依赖轨迹先验知识，需要设定

异常轨迹阈值。另外，这类方法虽然可以对固定地理区域、时间内的相似轨迹

进行有效地聚类，但对轨迹移动行为相关的异常检测效果较差。基于半监督学

习方法的研究刚刚起步，现有方法首先通过无监督的方法检测疑似异常的轨

迹，然后将疑似异常轨迹交由人工判别，最后根据人工判别结果调整检测模

型。此类方法需要与人交互，仍未能解决仅有少量数据标签情况下的轨迹异常

轨迹检测问题。 

针对上述问题，本文提出了一个基于半监督学习的异常检测方法 Traj2Vec。

该方法包括无监督学习和有监督异常检测两个阶段。其中无监督学习阶段采用

RNN 对轨迹序列进行处理并学习轨迹的表示向量。具体来说，给定待处理的原

始轨迹，Traj2Vec 首先将每一条原始轨迹转换成固定长度的向量，使得该向量可

以有效地编码目标的移动行为。在有监督学习阶段，基于上述表示向量和少量数

据标签，Traj2Vec 利用分歧学习机制训练检测轨迹异常的分类器解决数据标签稀

少的问题。该方法包括轨迹预处理、移动行为抽取、序列自编码和异常检测四个

步骤。 

首先，轨迹预处理将目标的记录序列按时间间隔切分，将时间间隔过长的连

续记录划分到不同轨迹中。其次，将轨迹输入到移动行为特征抽取算法中，该算

法利用时间滑动窗口，依序抽取轨迹的移动行为特征，将位置记录序列转换为行

为特征序列。再次，Traj2Vec 基于序列自编码器将轨迹移动行为特征序列进行编

码，并得到轨迹移动行为的表示向量，该过程基于无监督学习来优化特征序列的

重构误差。最后，以序列自编码层的轨迹表示向量为基础，利用少量的带标签的

数据训练轨迹的异常检测分类器。实验基于仿真数据和真实数据中对 Traj2Vec 进

行评估。实验结果表明，与已有轨迹异常检测方法相比，Traj2Vec 在异常检测准

确率略有提高（3%）的前提下，将异常轨迹的召回率提高了 10%。 
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5.2  基于移动行为特征的半监督轨迹异常检测方法 

本节详细介绍了基于移动行为特征的半监督轨迹异常检测方法 Traj2Vec。首

先定义了轨迹异常检测任务并概述了 Traj2Vec 的主要流程。然后针对 Traj2Vec

中的主要模块，详细阐述了其中模型结构和计算过程。 

5.2.1  问题定义与方法概述 

本章首先定义了仅有少量标签数据下的轨迹异常检测问题，然后简要介绍了

本文提出的基于移动行为特征的半监督异常检测方法 Traj2Vec。 

5.2.1.1  问题定义 

给定待检测的目标集合O = {𝑜., 𝑜0, … , 𝑜�}，每个目标𝑜4的记录序列表示为

𝑆c = (𝑥., 𝑥0, … , 𝑥E)。每条记录𝑥则由一个元组(𝑡d , 𝑙d , 𝑎d , 𝑜d)表示，𝑡d表示时间戳，

𝑙d一个表示经纬度坐标的二维向量，𝑎d表示由其他传感器采集的属性信息，𝑜d表

示目标的 ID。 

首先，需要将序列𝑆c分割成多个轨迹序列𝑇c = (𝑇., 𝑇0, … , 𝑇�)。给定𝑆c =

(𝑥., 𝑥0, … , 𝑥E)与时间间隔阈值∆𝑡 > 0，如果子序列𝑆c/ = (𝑥4, 𝑥4O., … , 𝑥4O2)满足条

件：（1）∀1 < 𝑗 ≤ 𝑘, 𝑡df − 𝑡dfg× ≤ ∆𝑡；（2）没有其他满足条件（1）的子序列包含

𝑆c/，则称𝑆c/为一条轨迹。 

 
图 5. 1 序列分割及轨迹生成 

Figure 5. 1 Partition the sparse sequence into trajectories 

图 5.1 描述了轨迹生成过程。给定𝑆c = (𝑥., 𝑥0, … , 𝑥A)，∆𝑡 = 3小时，整个序列分

割成三条轨迹：𝑇c = (𝑇., 𝑇0, 𝑇¬)。 

合并所有目标的轨迹可以获得一个轨迹集合𝒯 = {𝑇., 𝑇0, … , 𝑇H}。对于整个轨

迹集合𝒯，仅有少量的带标签的轨迹数据𝒯Ò = {𝑇’., 𝑇’0, … , 𝑇’E}。轨迹异常检测的

目标是检测𝒯中存在的异常轨迹。具体来说，根据目标移动模式生成一个异常轨

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

12:00 13:00  17:00  17:10  17:50  22:50  23:10
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迹的集合𝒞 = {𝐴.,𝐴0, … ,𝐴2}，使得𝒞包含所有𝒯的异常轨迹。 

5.2.1.2  方法概述 

完整的轨迹表示生成流程如图 5.2 所示： 

 
图 5. 2 Traj2Vec 示意图 

Figure 5. 2 The framework for semi-supervised trajectory anamoly detection 

l 轨迹预处理层：该层以原始 GPS 轨迹数据作为输入。由于原始轨迹序列包含

噪声，且连续轨迹记录间可能存在极大的时间间隔。因此，该层将移除低质

量的轨迹记录，并将序列按照时间连续性规则切割成多个轨迹。 

l 移动行为特征提取层：在该层中，输入的轨迹将会被移动行为特征提取算法

处理。通过滑动窗口，轨迹序列将被转换移动行为特征序列。 

l 序列到序列的自编码层：利用基于 RNN 的序列到序列的自编码，将移动特

征序列编码成固定长度的向量。该向量能够有效地保存轨迹的行为信息。 

l 异常检测层：最后，以序列自编码层的轨迹表示向量为基础，利用少量的带

标签的数据，使用分歧学习的方法训练轨迹的异常分类器。 

可以看出 Traj2Vec 中有三个核心模块，即轨迹移动行为特征抽取，无监督序

列自编码及半监督轨迹异常检测。下面将逐个介绍以上三个步骤。 

5.2.2  轨迹移动行为特征抽取 

为了提取轨迹的行为特征，本文利用滑动时间窗口顺序地遍历一条轨迹的所

有记录。如图 5.3 所示，在一个时间窗口内，Traj2Vec 抽取一组具有时空不变性

෫ፊଧڜᛔᖫᎱ
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的特征用于描述目标的移动行为。详细抽取过程如下： 

 
图 5. 3 移动行为提取 

Figure 5. 3 Moving behavior extraction 

首先，定义滑动窗口及滑动偏移量。令𝐿j与𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡j分别表示滑动窗口的宽

度与偏移量。为了更好地捕捉轨迹的移动特征，本文将𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡j的值定义为1
2k 𝐿j

即𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡j = 0.5	 × 𝐿j。通过这种方式，轨迹中的每条记录都会将被分配到两个

窗口中，这样可以更充分地捕获轨迹的移动行为特征。由于轨迹记录的密度不均

匀，特征提取时会出现一些空窗口，如图 5.4 中的Wn，这些空窗口的移动行为特

征计算方法将在下文中详细阐述。 

 
图 5. 4 滑动窗口定义 

Figure 5. 4 Sliding time windows generation 

接下来，针对每个窗口中的轨迹记录，Traj2Vec 通过提取连续两个轨迹记录

间属性的变化来描述目标移动行为的变化。假设一个包含𝑅条轨迹记录的窗口

𝑊 = (𝑥., 𝑥0, … , 𝑥Z)。移动行为的特征将包括：时间间隔∆𝑡4，空间变化∆𝑙4，速度

变化∆𝑠4，转角变化∆𝑟4。 

∆𝑡4 = 𝑡dp − 𝑡dpg×; 

∆𝑙4 = 𝑙dp − 𝑙dpg×; 

∆𝑠4 = 𝑠dp − 𝑠dpg×; 

… …ᭃ
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 ∆𝑟4 = 𝑟dp − 𝑟dpg× (5.1) 

其中，𝑖从 2 到𝑅取值。通过这种方式，一个包含𝑅条轨迹记录的窗口将包含𝑅 − 1

个移动行为特征(∆𝑙,∆𝑠,∆𝑟)。 

 

图 5. 5 行为特征计算示意图 

Figure 5. 5 Attributes completely 

轨迹记录的速度和转角率同样可以根据坐标信息计算得到。如图 5.5 所示，

给定一个包含𝑇个轨迹记录的轨迹𝑇 = (𝑥., 𝑥0, … , 𝑥/)。其中，𝑥仅包含时间戳与坐

标信息(𝑡, 𝑙𝑜𝑛, 𝑙𝑎𝑡)。对第一个轨迹记录𝑥.，假设𝑠d× = 0，𝑟d× = 0。可以通过以下

公式计算每个轨迹记录的速度和转角率： 

𝑠dp =
qKt<JrpYt<Jrpg×L

Ù
OKtc�rpYtc�rpg×L

Ù

JrpYJrpg×
 ; 

 𝑟dp = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
tc�rpYtc�rpg×
t<JrpYt<Jrpg×

  (5.2) 

其中，𝑖从 2 到𝑇取值。经过该步骤，每个轨迹记录将获得速度与转角率特征。当

𝑅 ≥ 1时，针对每个轨迹记录，计算∆𝑡4,	∆𝑙4,	∆𝑠4与	∆𝑟4，其中𝑖从 1 到𝑅取值。 

然后，进一步计算这些特征的变化率𝑓4 = o𝑓∆tp , 𝑓∆Ëp , 𝑓∆tpp： 

 𝑓∆tp =
∆tp
∆Jp
	；𝑓∆Ëp = ∆𝑠4	；𝑓∆tp = ∆𝑟4 (5.3) 

对于两个连续的轨迹记录，𝑓∆tp代表平均速度，𝑓∆Ëp表示速度变化量，𝑓∆tp表示转角

变化量。为每个轨迹对计算以上特征后，将得到一个新的特征集合𝑓 =

{𝑓., 𝑓0, … , 𝑓Z}。 

最后，Traj2Vec 利用𝑓的统计值生成指定滑动窗口中的特征。这里，对选择 6

个统计特征i均值,最大值, 75%分位数, 50%分位数, 25%分位数,最小值k。总的来

说，每个窗口的移动行为特征𝑏包含3 × 6 = 18个维度，即： 

x1  (t1, lat1, lon1)

x2  (t2 , lat2, lon2)

x3  (t3, lat3, lon3)
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{𝑓∆t , 𝑓∆Ë, 𝑓∆t} × i均值,最大值, 75%分位数, 50%分位数, 25%分位数,最小值k 

 

图 5. 6 移动行为特征序列生成 

Figure 5. 6 The generation of moving behavior sequence 

 

算法 5.1：行为特征获取算法 

输入： 
轨迹𝑇的 GPS 记录 

输出： 
轨迹𝑇的行为序列𝐵/ 

1:  Initialize 𝐵/ = [] 
2:  𝑤𝑖𝑛𝑑𝑜𝑤𝑠 = 𝑠𝑙𝑖𝑑𝑖𝑛𝑔_𝑤𝑖𝑛𝑑𝑜𝑤𝑠(𝑇) 
3:  for each windows W in windows do 
4:    if 𝑙𝑒𝑛(𝑊. 𝑟𝑒𝑐𝑜𝑟𝑑𝑠) ≥ 1 then 
5:      Initialize 𝐹{ = [] 
6:      for each record 𝑟4 in W.records do 
7:        𝑟4Y. = 𝑓𝑖𝑛𝑑_𝑝𝑟𝑒(𝑟4) 
8:        𝐹4 = 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒_𝑓𝑒𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑠(𝑟4, 𝑟4Y.) 
9:        𝐹{ . 𝑎𝑑𝑑(𝐹4) 
10:     end for 
11:     𝐵{ = 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒_𝑏𝑒ℎ𝑎𝑣𝑖𝑜𝑟(𝐹{) 
12:     𝐵/ . 𝑎𝑑𝑑(𝐵{) 
13:   end if 
14: end for 
15: return 𝐵/ 

如图 5.6 所示，对于𝒯中的每条轨迹，经过上述处理后，可以生成相应的移

动行为特征序列。该轨迹移动行为特征序列的集合由i𝐵/×,𝐵/Ù, … ,𝐵/}k表示。轨迹

移动行为特征提取算法流程见算法 5.1。得到轨迹移动行为特征序列后，将其输

b1 b2 b3 b4 bT

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 xlw…
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入序列自编码器（auto-encoder），学习表示向量。 

5.2.3  移动行为序列自编码 

该步骤基于RNN的序列自编码生成ℬ中每条移动行为特征序列的表示向量。

在实际应用中，普通的 RNN 在处理长序列学习上存在着不足，且容易导致梯度

消失或爆炸。为了改善上述缺点，本文使用了 LSTM 和 GRU 两种循环神经网络

单元作为𝑓(. , . )编码轨迹。 

 

图 5. 7 序列到序列的自动编码机结构 

Figure 5. 7 Architecture of sequence-to-sequence auto-encoder 

本文使用了序列到序列自动编码结构，学习轨迹的表示向量。该结构对移动

行为序列进行重构，为轨迹生成了一个固定长度的表示向量。如图 5.7 所示，序

列到序列自动编码模型由两个RNN组成：左侧为编码RNN与右侧为解码RNN。

该模型的输入是行为序列𝐵/p = (𝑏., 𝑏0, … , 𝑏/�)。编码 RNN 依次读取输入序列，

并更新隐含层向量ℎJ: 

 ℎJ = 𝑓(ℎJY., 𝑏J) (5.4) 

当最后一个移动行为特征𝑏/�被处理，隐含层的状态ℎ/�将作为整个序列的表示。

然后，解码 RNN 将以ℎ/�作为初始的隐含层状态，生成输出𝑐.，以及后续的

𝑐0, … , 𝑐/�。解码 RNN 的更新公式如下： 

 ℎJ¥ = 𝑓oℎJY.¥ , 𝑐JY.; ℎ/�p (5.5) 

整个自编码器的优化目标是重构输入序列𝐵/p = (𝑏., 𝑏0, … , 𝑏/�)。换句话说，

优化目标是最小化编码前移动行为序列(𝑏., 𝑏0, … , 𝑏/�)与解码后移动行为序列
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(𝑐., 𝑐0, … , 𝑐/�)之间的差别。因此，Traj2Vec 利用均方误差作为损失函数： 

 𝐿E�Ú = ∑ ‖𝑏J − 𝑐J‖0/�
JO.  (5.6) 

该训练过程将不需要任何标注的数据。由于输入序列可以通过解码器利用𝑧进行

解码，所以向量𝑧能够有效的表示输入的行为序列𝐵/p = (𝑏., 𝑏0, … , 𝑏/�)。通过上

述处理，可以获得轨迹的移动行为向量集合𝑍 = i𝑧/×, 𝑧/Ù, … , 𝑧/}k。 

5.2.4  有监督轨迹异常分类方法 

利用上述无监督学习中的轨迹编码器，本模块利用多层感知器 MLP

（Multilayer Perceptron）层+softmax 构建异常轨迹分类器。然后利用轨迹数据集

中的有标签数据𝒯Ò = {𝑇’., 𝑇’0, … , 𝑇’E}进一步优化（fine-tuning）分类器参数。由

于轨迹数据库中异常轨迹数量稀少，	𝒯Ò中的样本不足以直接训练分类器，因此

本文提出一种分歧学习方法，该方法可以利用无标签轨迹中的信息辅助训练异常

分类器。异常检测的分歧学习方法分为三步： 

 
图 5. 8 基于分歧学习的轨迹异常检测 

Figure 5. 8 Disagreement-based learning in trajectory anomaly detection 

l 第一步，利用无监督学习中预训练好的 RNN 轨迹编码器，构建初始异常分

类器。首先将 LSTM 和 GRU 作为 RNN 循环单元的两个编码器构成两个初

始分类器，𝒞YÒ�/E和𝒞Y£Z�。然后利用带标签的轨迹数据𝒯Ò优化上述初始分类

器。 
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l 第二步，利用优化后的初始分类器，Traj2Vec 首先标记轨迹数据库中的无标

签的轨迹数据𝒯� 	= 	𝒯 − 𝒯Ò，然后在两个分类器的标记结果中分别选择分类

置信度高的轨迹构成伪标签轨迹数据集𝒯Ò�/E�Ò 和𝒯£Z��Ò 。最后将伪标签轨迹涉及

到的轨迹从相关轨迹从𝒯�中剔除，即𝒯� 	= 	𝒯� − {𝒯Ò�/E�Ò ∪ 𝒯£Z��Ò }。 

l 第三步，使用协同训练的方式，迭代地优化两个分类器。具体来说，首先利

用𝒯Ò�/E�Ò ∪ 𝒯Ò优化𝒞Y£Z�并同时利用𝒯£Z��Ò ∪ 𝒯Ò优化𝒞YÒ�/E并将优化之后的分类

器记作𝒞.Ò�/E和𝒞.£Z�。然后，使用𝒞.Ò�/E和𝒞.£Z�再次标记无标签轨迹数据𝒯�，

重复上述过程直到两个分类器检测参数都不再变化。 

以上步骤中的核心部分在于第二步和第三步的协同训练过程。Traj2Vec 中协

同训练的详细过程如图 5.9 所示。 

 

图 5. 9 协同训练示意图 

Figure 5. 9 Illsutration of co-training 

当输入轨迹为𝑇时，异常分类器的输出的向量为𝑞/。当异常检测任务是 0，1

分类时该向量为二维向量，其中的值可以看作轨迹为异常轨迹的概率分布。在生

成伪标签轨迹时，Traj2Vec 首先标记所有无标签的轨迹，计算其异常概率。然后

取异常概率最低的 n 条轨迹作为伪正常轨迹、n’条异常概率最高的轨迹作为伪异

常轨迹。利用伪标签轨迹，Traj2Vec 交替地训练基于 LSTM 编码器的轨迹分类器

和基于 GRU 编码器的轨迹分类器。重复上述过程直至两个分类器参数都不再变
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化，然后使用测试数据中异常检测准确率高的分类器检测异常轨迹。在上述过程

中， Traj2Vec 采用交叉熵损失（crossentropy-loss）优化分类器: 

 𝐿�Ç = ∑ ∑ 𝑝(𝑖) ∙ log	( .
��(4;�)

)4/  (5.6) 

其中𝑝(𝑖)是异常的概率分布，i 在{0,1}中取值，表示轨迹为异常或正常。另外，

𝑞(𝑖)是经过 softmax 后输出的轨迹为异常的概率分布，Θ为分类器的参数。参数更

新过程采用随机梯度下降算法优化分类器参数。 

 Θ = Θ + 	λ ∙ �Ò��
��

  (5.7) 

其中λ为学习率。 

5.3  性能评估 

基于仿真轨迹数据和真实轨迹数据，本实验从无监督学习和有监督异常检测

两个方面出发，综合评估 Traj2Vec 的性能。对于无监督学习部分，本文通过轨迹

聚类评价轨迹自编码器产生的表示向量的性能。对于有监督学习部分，本文通过

异常检测任务评估异常检测的准确率和对异常的召回率。 

5.3.1  实验设置 

本节首先介绍了用于评测 Traj2Vec 方法的数据集，然后介绍了对比方法及

评价指标，最后介绍了实验中用的到的参数设置。 

5.3.1.1  实验数据 

轨迹聚类中，本文基于仿真轨迹数据集和真实船舶 AIS 轨迹数据集进行实

验。仿真数据方面，我们仿真了 9000 条轨迹，其中包含 3 种基本移动方式——

直线、绕圈、拐弯，6 种组合模式——直线+绕圈、直线+拐弯、绕圈+拐弯、绕

圈+直线、拐弯+直线、拐弯+绕圈。每种模式有 1000 条轨迹。其中，每条轨迹的

采样频率与时间长度从 2500 秒到 5000 秒内随机选取并在轨迹生成过程中加入

高斯噪声。部分仿真数据如图 5.10 所示。真实数据方面，本实验基于真实的船舶

AIS 数据测试聚类效果。AIS 数据集包含中国近海及内河的 200 只船舶的轨迹，

其中包括客船、货船、油船和渔船各 50 只。由于真实船舶轨迹没有异常标签，

本文仅将其应用于聚类任务的性能评估。 
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对于轨迹异常检测任务来说，由于真实的轨迹异常数据很难获得，本文仅利

用仿真数据集上进行了实验，验证异常检测算法的效果。与聚类相似，异常检测

实验也仿真了 9000 条轨迹作为正常移动模式的轨迹数据。异常轨迹方面，本实

验在与正常轨迹相同空间区域内利用 random walk 仿真了 1000 条轨迹作为异常

轨迹。实验过程中，我们从 10000 条仿真轨迹中随机抽取其中 500 条作为有标签

的训练数据，6500 条作为无标签的训练数据，剩余 3000 条作为测试数据。 

  
图 5. 10 合成数据中的部分基本模式和组合模式 

Figure 5. 10 Parts of the synthetic trajectories with basic& combine movement patterns 

5.3.1.2  对比方法及评价指标 

轨迹聚类任务中，Traj2Vec 比较了基于 LCSS、DTW、EDR、Hausdorff 的轨

迹聚类方法。本实验中所有方法都选择 K-Medoids 进行聚类。由于仿真数据集中

行为模式的个数已知，所以对于仿真数据的聚类数量被设为 9。对于真实数据来

说，我们通过调整聚类的数量并分析相应的结果选择最佳的 K 值。 

评价指标方面，本文采用精确率（precision）、召回率（recall）和综合准确率

（accuracy）来评价聚类结果。对于每种聚类方法，首先需要匹配聚类结果与九

种移动模式之间的对应关系。本实验选取综合准确率最高的匹配方式作为最佳匹

配，后续基于最佳匹配评估方法性能。针对每类移动模式，其精确率与召回率的

定义如下： 

 𝑝 = /�
/�Ow�

; 𝑟 = /�
/�OwH

 (5.8) 

TP 表示匹配该移动模式的簇中的正确的轨迹数量；FP 表示匹配该移动模式的簇

中的不正确的轨迹数量；𝐹𝑁表示应该在该簇中但未在的轨迹的数量。最后，计算
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每个方法的综合准确率，即𝐴𝑐𝑐"t;ËJ�t = Sum of All TPs / Number of Trajectories。 

轨迹异常检测任务中，本文将 Traj2Vec 与基于轨迹统计特征利的分类算法

进行了对比。对比方法包括支持向量机 SVM、多层感知机 MLP、决策树 DT 和

提升方法 Ada。评价指标方面，本实验采用异常检测结果的精确率、召回率和异

常检测准确率来评价实验结果。假设测试数据集中有 N 条轨迹，其中有 k 条为异

常轨迹。异常检测方法对 N 条轨迹进行异常检测后，将检测结果中正常轨迹检测

为正常轨迹的数目为𝑁/�，将异常轨迹检测为异常轨迹的数目𝑁/H；将正常轨迹

检测为异常轨迹的数目为𝑁w�；将异常轨迹检测为异常轨迹的数目为𝑁wH。那么正

常轨迹的精确率和召回率定义为： 

 		𝑝�ctÏ<t 	=
H��

H��OH��
		 ; 	𝑟�ctÏ<t 	= 	

H��
HY2

				 (5.9) 

异常轨迹的精确率和召回率定义为： 

 		𝑝<�cÏ<t� 	=
H�}

H�}OH�}
		 ; 	𝑟<�cÏ<t� 	= 	

H�}
2
				 (5.10) 

异常检测准确率的定义为： 

 𝐴𝑐𝑐<�cÏ<t� 	= 	
H��OH�}

H
 (5.11) 

5.3.1.3  参数设置 

实验采用TensorFlow的框架实现Traj2Vec。所有的实验都是在具有 Intel Xeon 

CPU 2.10GHz 的服务器中进行。Traj2Vec 有三个主要的参数：（1）控制参数更新

的学习率𝛼；（2）控制轨迹表示向量大小的隐含状态尺寸 m；（3）训练次数 n；经

过测试，参数值设置如下：在 LSTM 中，𝛼 = 0.00001,𝑚 = 250, 𝑛 = 400；在 GRU

中，𝛼 = 0.00001,𝑚 = 100, 𝑛 = 800；。在轨迹移动行为抽取模块中，滑动窗口被

设为 600 秒，窗口的偏移量设为 300 秒。此外，EDR 与 LCSS 需要一个距离阈值

来判断两条记录是否匹配。经过调参，阈值被设定为 100 米。 

5.3.2  实验结果分析 

本节分别从仿真数据聚类结果、真实数据聚类结果、仿真数据异常检测和参

数敏感度分析四个方面分析了 Traj2Vec 中无监督学习部分和有监督异常检测部

分的性能。 
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5.3.2.1 仿真数据聚类结果分析 

本实验在仿真数据集上，利用不同的相似性度量，计算轨迹对之间的相似度，

并基于 K-Medoids 生成聚类结果，不同方法得到的聚类结果如表 5.1 所示。 

表 5. 1 合成数据集上的聚类结果 

Table 5. 1 Clustering performance on synthetic data 

 EDR LCSS DTW Hausdorff GRU-s2s LSTM-s2s 

Straight 0.465/0.563 0.460/0.411 0.411/0.613 0.423/0.263 0.643/0.723 0.760/0.703 

Circling 0.550/0.482 0.610/0.643 0.540/0.462 0.415/0.531 0.768/0.756 0.766/0.823 

Bending 0.668/0.678 0.621/0.392 0.472/0.322 0.465/0.379 0.733/0.546 0.652/0.752 

S+C 0.359/0.468 0.573/0.523 0.503/0.474 0.507/0.414 0.571/0.684 0.596/0.410 

S+B 0.453/0.427 0.462/0.574 0.507/0.746 0.435/0.510 0.646/0.823 0.783/0.763 

C+B 0.600/0.581 0.469/0.313 0.766/0.480 0.389/0.283 0.563/0.522 0.738/0.685 

C+S 0.470/0.434 0.388/0.661 0.595/0.377 0.348/0.429 0.664/0.312 0.621/0.891 

B+S 0.327/0.374 0.409/0.582 0.769/0.379 0.375/0.534 0.609/0.927 0.500/0.316 

B+C 0.674/0.419 0.528/0.251 0.525/0.879 0.442/0.387 0.715/0.539 0.688/0.819 

𝑨𝒄𝒄𝒄𝒍𝒖𝒔𝒕𝒆𝒓 49.18% 48.33% 53.69% 41.64% 64.80% 68.47% 

本表中每个单元中的两个数值分别代表了精确率/召回率。结果显示，对比基

于轨迹相似度的聚类方法（如 EDR、LCSS、Hausdorff 和 DTW），本文提出的基

于轨迹自编码的聚类方法（GRU-s2s 和 LSTM-s2s）在所有移动模式上的评价指

标的提升均超过 10%。这表示 Traj2Vec 的无监督学习部分学习到的轨迹表示向

量可以捕捉轨迹的移动行为模式。 

5.3.2.2 真实数据聚类结果分析 

基于 AIS 船舶数据，本文分别进行两个实验。第一个实验是轨迹聚类，该实

验首先利用 Traj2Vec 无监督学习部分生成的轨迹表示向量对真实轨迹进行聚类，

然后通过观察部分聚类结果直观地分析 Traj2Vec 聚合移动行为相似轨迹的能力。

第二个任务是船舶类型分析，该实验通过测试相同类型船舶的轨迹是否被聚类到

同一个簇中，从而评价 Traj2Vec 抽取真实轨迹移动行为模式的效果。 

轨迹聚类任务中轨迹编码模型选用 LSTM 作为循环神经网络单元。由于真

实轨迹数据中聚类簇的数目未知，本实验首先通过 ELBOW 方法选择聚类的数
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目，即 K 的值。我们将𝐾从 3 增加到 100 生成聚类结果。对于每个𝐾值，计算所

有轨迹表示向量到它最近的簇中心的距离之和，记为𝐸�。结果如图 5.11 所示，

连接所有由 K 和𝐸�组成的样本点得到了一个“肘”状曲线，该曲线中的拐点即

为 K 的最佳值。在我们的数据集中，K 的值被设定为 33。 

 

图 5. 11 利用 ELBOW 方法选择 K 值 

Figure 5. 11 ELBOW method to choose K 

由于船舶 AIS 数据中没有可用于比较的轨迹移动模式分布的真实情况，该实

验无法采用与仿真数据相同的方法进行评估。我们仅能通过展示部分示例直观地

评价 Traj2Vec 的效果。部分聚类结果在图 5.12、5.13 中展示，图中的蓝线代表了

轨迹，黄点为轨迹起始点，红点为轨迹终止点。可以看出图 5.12 中的大多轨迹分

布在旅游景点周围。这些轨迹大多都是短距离的往返轨迹。图 5.13 中的大多数

轨迹是由内陆河中的货船产生的，这些轨迹大多是长轨迹且具有记录稀疏的特点。

除上述两个簇外，其他簇中的轨迹移动行为模式也相似，由于篇幅限制本文不作

展示。直观来看，Traj2Vec 无监督学习部分生成的表示向量可以将移动行为相似

的轨迹聚类到同一簇中。 
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图 5. 12 聚类 1 中的轨迹 

Figure 5. 12 Trajectories in Cluster 1 

 

图 5. 13 聚类 2 中的轨迹 

Figure 5. 13 Trajectories in Cluster 2 
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船舶类型分析实验中，通过将轨迹表示向量相加可以得到船舶表示向量。本

实验基于船舶表示向量的将船舶聚为 4 个簇，并利用聚类结果分析船舶类型。理

想情况下，在不同聚类簇中的船舶向量对应的船舶类型也不同。该实验的结果如

表 5.2 所示。 

表 5. 2 船舶类型聚类结果 

Table 5. 2 Vessel Type Clustering Results 

 客船 渔船 货船 运油船 

Total Number 50 50 50 50 

Precision 46/53=0.87 38/44=0.86 23/37=0.62 50/66=0.76 

Recall 46/50=0.92 38/50=0.76 23/50=0.46 50/50=1.0 

𝑨𝒄𝒄𝒄𝒍𝒖𝒔𝒕𝒆𝒓: (46+38+23+50)/200 = 0.785 

可以看出，尽管整个过程是无监督的，Traj2Vec 在该实验中仍取得了 78.5%

的综合准确率。其中运油船和客船的准确率/召回率分别为 0.76/1.0 和 0.87/0.92。

货船的结果相对较差，仅为 0.62/0.46。这是由于货船按运送货物类型不同移动行

为的差别较大。如果可以对各类货船的子类别进行细分，聚类结果可能会有所提

高。本实验再次表明，Traj2Vec 生成的轨迹表示向量可以捕捉真实轨迹中目标的

移动行为特征。 

5.3.2.3 仿真数据异常检测结果分析 

表 5. 3 有监督轨迹异常检测结果 

Table 5. 3 Results of semi-supervised trajectory anomaly detection 

方法 𝑝�ctÏ<t  𝑟�ctÏ<t  		𝑝<�cÏ<t� 		𝑟<�cÏ<t� 𝐴𝑐𝑐<�cÏ<t� 

SVM 0.920 0.937 0.321 0.269 0.870 

MLP 0.929  0.914 0.324 0.369 0.860 

DT 0.944  0.903 0.374 0.519 0.865 

Ada 0.957  0.959 0.622 0.605 0.924 

T2V-RNN 0.962  0.970 0.709 0.657 0.939 

Traj2Vec 0.968  0.981 0.807 0.709 0.954 

轨迹异常检测算法的实验结果基于仿真数据集，结果如表 5.3 所示。本实验

不仅对比了基于传统机器学习的轨迹异常检测方法如 SVM、MLP、DT 和 Ada，
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还对比了 Traj2Vec 的变种方法 T2V-RNN。该方法直接基于无监督学习中的编码

器利用有标签数据优化，没有使用基于分歧学习的方法优化。对比传统的机器学

习方法，Traj2Vec 在异常检测准确率上稍有提升（从 0.924 到 0.954）的前提下

将异常轨迹召回率提升超过 10%（从 0.605 到 0.709）。其主要原因是 Traj2Vec 可

以通过协同训练从无标签轨迹数据中提取对异常检测有用的信息。实际应用中，

异常轨迹往往需要保证漏报的情况尽可能少，因此异常轨迹召回率的提升对实际

应用更有意义。另外，Traj2Vec 对比 T2V-RNN 在各个评价指标上均有提升。该

现象说明基于分歧学习的方法有益于轨迹异常检测。 

5.3.2.4 参数敏感度分析 

本实验测试了不同学习率𝛼和隐含状态大小𝑚对实验结果的影响。训练次数

设置为𝑛 = 100，测试参数组合： 

𝛼 = [0.00001, 0.00005, 0.0001,0.0005] 

𝑚 = [50,100,150,200,250,300] 

在对一个参数带来的影响进行研究时，其他的参数设为默认值，比较训练过程中

的均方误差 MSE。 

结果如图 5.14、5.15 所示。总的来说，随着 m 和 n 的增加，训练误差首先会

下降，随后保持稳定。为了在精确度和准确率中达到平衡， LSTM 中的设置如

下：𝑚 = 250, 𝑛 = 400, 𝛼 = 0.00001，在 GRU 中做了如下设置：𝑚 = 100, 𝑛 =

100, 𝛼 = 0.00001。可以看出，学习率𝛼对模型的最终结果非常重要。与深度学习

方法在其他任务（如图像识别、自然语言处理）上的应用不同，Traj2Vec 更适用

小的学习率。该现象可能是由于 Traj2Vec 损失曲线相对平缓，低的学习率可以让

模型收敛到更优的结果。与较低的学习率相对应，模型优化时的迭代次数需要比

其他任务更多。因此，本实验中的迭代次数均设置为 100 次。 

随着隐含状态大小 m 的增加，模型的精度先增加后略微下降。这是由于当

m 较小（50）时，模型的表现能力不足，Traj2Vec 学习到的轨迹表示向量不能很

好的重构移动行为序列。随着 m 的增加，训练模型所需的数据也随之增加。当 m

较大（300）时，用于训练的轨迹数据不足以充分优化 Traj2Vec 中的所有参数，

导致模型精度略有下降。 
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图 5. 14 LSTM 中𝒍𝒐𝒈	(𝑴𝑺𝑬)在不同参数设置下的变化 

Figure 5. 14 LSTM log(MSE) changes with different parameters 
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图 5. 15 GRU 中𝒍𝒐𝒈	(𝑴𝑺𝑬)在不同参数设置下的变化 

Figure 5. 15 GRU log(MSE) changes with different parameters 

5.4  小结 

本文提出了基于移动行为的半监督轨迹异常检测方法 Traj2Vec。该方法的核

心步骤包括移动行为抽取、序列自编码和轨迹异常检测。其中基于滑动窗口的移

动特征抽取算法能够提取轨迹的移动行为特征，解决了轨迹采样率不均的问题。

此外，Traj2Vec 利用自动编码器学习轨迹移动行为序列的深度表示向量，并以此
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为基础检测异常轨迹。本文在合成数据集和真实数据集中验证了 Traj2Vec 的有

效性。实验结果表明，对比已有轨迹异常检测方法 Traj2Vec 可以获得更高的综合

准确率和异常轨迹召回率。 
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第 6 章 结论与展望 

6.1  论文主要贡献和创新 

本文深入分析和探讨了轨迹数据挖掘背景、内容和研究现状。首先简要介绍

了轨迹数据的定义、特点及分类；然后，介绍了轨迹数据挖掘的研究框架，并概

述了主要的研究工作。最后，深入调研了已有研究在轨迹静默时间补全、轨迹相

似度计算和轨迹异常检测上已经取得的成果，分析了这些成果的不足和挑战。 

本文围绕稀疏轨迹补全、轨迹相似度计算和轨迹异常检测三个方面的问题。

利用深度学习方法在隐含特征提取和复杂函数近似方面的优势，提出了基于上下

文信息的稀疏轨迹补全方法、基于深度度量学习的轨迹相似度计算方法和基于移

动行为特征的半监督轨迹异常检测方法，解决了轨迹数据挖掘面临的数据不确

定、相似度计算复杂度高、异常标签少等问题。本文创新性工作主要体现在以下

三个方面： 

（1）针对稀疏轨迹补全的问题，提出了上下文信息感知的稀疏轨迹补全方法

TrajCom 

TrajCom 从轨迹的上下文信息入手，自动地从历史轨迹中筛选出有用信息，

补全目标轨迹缺失位置。TrajCom 首先利用目标移动的时空约束、目标偏好等信

息，基于 NCF 筛选相关轨迹用于解决数据稀疏问题。然后，基于 RNN 设计轨迹

编码模型并提出时间间隔感知的循环神经网络单元 tGRU，用于捕捉动态变化的

时间间隔信息。最后利用注意力机制估计缺失位置。我们在四个真实数据集评估

了 TrajCom 的性能，实验结果表明，与已有轨迹补全方法相比，TrajCom 在补全

准确率上的提升幅度达到 25%。 

（2）针对轨迹相似度计算复杂度高的问题，提出了基于深度度量学习的轨迹相

似度计算方法 NeuTraj 

NeuTraj 是一种基于深度度量学习加速轨迹相似度计算的方法，该方法属于

近似算法的一种，可以将相似度计算复杂度降低到线性。给定一个轨迹数据库，

NeuTraj 从数据库中采样种子轨迹集合后计算种子对的相似度，并将其作为监督
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信息来训练基于深度神经网络的轨迹编码器。为了解决传统 RNN 不能建模序列

间关系的问题，本文提出了空间注意力记忆机制用于增强现有循环神经网络单

元。除此之外，本文提出了加权排序损失，使 NeuTraj 将优化的重点聚焦在更有

区分力的轨迹对上。实验部分，本文使用两个真实的轨迹数据集评估了 NeuTraj

在四类相似性度量方法上的准确率和效率。实验结果表明 NeuTraj 在准确率和计

算效率上均优于现有加速方法。对比已有近似算法，NeuTraj 的速度提升在 3 倍

以上。 

（3）针对轨迹异常检测中有标签数据稀少的问题，提出了基于移动行为特征的

半监督轨迹异常检测方法 Traj2Vec 

Traj2Vec 包括无监督学习和有监督学习两个阶段。在无监督学习阶段，

Traj2Vec 基于轨迹自身移动行为特点，利用滑动窗口抽取轨迹移动行为并利用

RNN 序列自编码模型学习轨迹的表示向量，解决了轨迹采样率不均的问题。在

有监督学习阶段，Traj2Vec 根据少量的数据标签基于分歧学习技术学习异常轨迹

分类器。该阶段中 Traj2Vec 首先利用数据标签训练初始异常检测模型，然后利用

无标签轨迹基于分歧学习的方法迭代地优化模型参数。实验结果表明，与已有轨

迹异常检测方法相比，Traj2Vec 在异常检测准确率略有提高（3%）的前提下，将

异常轨迹的召回率提高了 10%。 

6.2  下一步研究工作展望 

在现有工作基础上，作者计划在未来展开以下几方面的研究： 

（1）时间约束下轨迹相似度计算方法研究 

本文提出的 NeuTraj 仅考虑二维轨迹序列，计算轨迹在空间中的相似度。实

际应用中，轨迹相似度计算不仅需要关注轨迹的空间属性，还需要考虑时间因素。

在此场景下，直接利用已有的序列相似性度量方法计算经度、维度和时间三维属

性上的相似度，存在计算开销高于二维轨迹的问题。因此，下一步工作中，将继

续研究时间约束下的轨迹相似度定义，并提出新的模型结构，解决时间约束下轨

迹相似度计算的加速问题。 

（2）面向语义可解释的无监督轨迹异常发现及检测研究 
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目前，无监督下轨迹异常的发现及检测大多基于轨迹聚类将不能划分到聚类

中的轨迹作为异常轨迹。该类方法无法从语义层面解释轨迹为什么是异常，而实

际应用中，异常轨迹语义的可解释性对轨迹分析十分重要。本文所提出的

Traj2Vec 方法，可以在有少量数据标签的情况下检测异常轨迹，但不能解决无监

督下的轨迹异常检测的可解释性。在下一步工作中我们将研究面向轨迹语义可解

释的无监督轨迹异常检测，重点解决无监督地发现轨迹中可能为异常的轨迹，解

释异常轨迹的语义。 

（3）基于哈希编码的轨迹表示学习方法研究 

基于深度学习模型学习轨迹的表示向量是一个基础且通用的技术。目前，基

于 RNN、CNN 和 Autoencoder 的表示方法都是学习一个固定长度的实数向量作

为轨迹的表示向量。在轨迹数据规模特别大的情况下，实数向量之间的计算开销

也可能成为轨迹分析的瓶颈。而二进制哈希编码之间的计算，可以进一步利用硬

件加速，从而适用于超大规模数据集。然而，相同长度的二进制哈希编码可蕴含

的信息量少于实数向量，因此直接将实数向量编码转化为哈希编码会造成信息损

失。在下一步工作中，需要重点研究如何学习哈希编码作为轨迹表示向量使信息

损失最小。 
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获奖情况： 

[1] 2018 年  博士国家奖学金 

[2] 2017 年  中科院计算所自强国际交流奖学金 

[3] 2015 年  中国科学院大学三好学生，优秀学生干部，海淀区优秀志愿者 

[4] 2014 年  中国科学院大学三好学生，优秀学生干部 

 

已发表（或正式接受）的学术论文： 

[1] Di Yao, Gao Cong, Chao Zhang and Jingping Bi. Computing Trajectory Similarity in Linear 

Time: A Generic Seed-Guided Neural Metric Learning Approach, (ICDE) 2019.   

[2] Xiaokai Chu, Xinxin Fan, Di Yao, Zhihua Zhu, Jianhui Huang and Jingping Bi, Cross-Network 

Embedding for Multi-Network Alignment, ACM the World Wide Web Conference  (ACM 

The WebConf ) 2019.   

[3] 姚迪，张超，黄建辉， 陈越新，毕经平；时空数据语义理解: 技术与应用;  软件学报  

2018 年 07 期 

[4] Zhihua Zhu, Di Yao, Jianhui Huang, Hanqiang Li and Jingping Bi. Sub-trajectory- 

andTrajectory-Neighbor-based Outlier Detection over Trajectory Streams[C], Pacific-Asia 

Conference on Knowledge Discovery and Data Mining  (PAKDD)  2018.  

[5] Di Yao, Chao Zhang, Zhihua Zhu, Qin Hu, Zheng Wang, Jianhui Huang and Jingping Bi. 

Learning Deep Representation for Trajectory Clustering[J]. Expert Systems, 2018, 35(2), 

e12252 

[6] Di Yao, Chao Zhang, Jianhui Huang and Jingping Bi, SERM: A Recurrent Model for Next 
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Location Prediction in Semantic Trajectories ACM on Conference on Information and 

Knowledge Management (ACM CIKM), Singapore, Singapore, Nov 2017.  Short Paper 

[7] Di Yao, Chao Zhang, Zhihua Zhu, Jianhui Huang and Jingping Bi. Trajectory Clustering via 

Deep Representation Learning  IEEE International Joint Conference on Neural Networks    

(IEEE IJCNN),  pp. 3880-3887 Anchorage, USA, May 2017.  

[8] Di Yao, Jingping Bi, Jianhui Huang and Jin Zhu. A word distributed representation based 

framework for large-scale short text classification. IEEE International Joint Conference on 

Neural Networks (IEEE IJCNN), Killarney, Ireland, July, 2015. 

[9] Xiaokai Chu, Xinxin Fan, Di Yao, Chenlin Zhang, Jianhui Huang and Jingping Bi. Noise-

Aware Network Embedding for Multiplex Network. IEEE International Joint Conference on 

Neural Networks (IEEE IJCNN), Budapest, Hungary, July, 2019, in press. 

 

已投稿论文： 

[1] Di Yao, Kaiqi Zhao, Chao Zhang, Jin Yao Chin, Gao Cong and Jingping Bi. Trajectory 

Completion via Context-Guided Neural Encoding and Filtering, Submitted to ICDE 2020.  

[2] Di Yao, Gao Cong, Chao Zhang and Jingping Bi. A Linear Time Approach to Computing Time 

Series Similarity based on Deep Metric Learning, Submitted to IEEE Transactions on 

Knowledge and Data Engineering (TKDE). 

 

参加的研究项目： 

[1] 2016.5-2017.10：基于 AIS 的异常检测技术研究二期（预研项目），技术负责人 

[2] 2015.4-2017.10：卫星大数据监控及目标识别系统（预研项目），技术负责人 

[3] 2015.1-2016.4：基于 AIS 的行为挖掘技术研究（预研项目），技术负责人 

[4] 2013.9-2014.12： 云计算数据中心的网络优化核心技术（中石油合作项目），技术骨

干、核心开发人员 

 


